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Assalamualaikum Wr. Wb. 

Puji syukur tak henti-hentinya penulis panjatkan ke hadirat Allah SWT, 
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penyusunan buku ini,  penulis menghaturkan terima kasih yang sebesar-besarnya.  

Wassalamualaikum Wr. Wb. 

 

 

Semarang, November 2011 

 

 

 

                                               Penulis



iv 

 

 DAFTAR ISI 

 

 

HALAMAN JUDUL  .......................................................................................... i 

KATA PENGANTAR  ....................................................................................... iii 

DAFTAR ISI  ...................................................................................................... iv 

BAB I PENDAHULUAN  

1.1. Sistem Bilangan  ..............................................................................  1 

1.2. Himpunan  ........................................................................................  2 

1.3. Macam-macam Fungsi  ....................................................................  2 

1.3.1. Fungsi Aljabar  .....................................................................  2 

1.3.2. Fungsi Transendental  ..........................................................  3 

1.3.3. Segitiga Pascal dan Binomium  ...........................................  4 

1.3.4. Cara Menyajikan Suatu Persamaan  .....................................  6 

BAB II Barisan Bilangan, Limit Fungsi dan Derivatif  

2.1. Barisan Bilangan  ............................................................................  9 

2.2. Limit Fungsi  ................................................................................... 10 

2.3. Kekontinuan  ................................................................................... 12 

2.4. derivative  ........................................................................................ 13 

2.4.1. Rumus-rumus Derivatif  .................................................. 14 

2.4.2. Turunan Fungsi komposisi atau Aturan Rantai  .............. 17 

2.4.3. Teorema Turunan Fungsi Invers  .................................... 18 

2.4.4. mendeferensialkan Fungsi Implisit  ................................ 20 

2.4.5. Mendeferensialkan Fungsi dengan Peubah .................... 

Lebih Dari Satu  .............................................................. 22  

2.4.6. Mendeferensialkan Persamaan Bentuk Parameter  ......... 22 

2.4.7. Mendeferensialkan Fungsi Pangkat Fungsi  ................... 24 

BAB III TERAPAN DERIVATIF 

3.1. Fungsi Naik Dan Turun  ................................................................... 26 

3.2. Teorema Rumus Taylor ................................................................... 30 



v 

 

3.3. Bentuk-bentuk Tak Tertentu  ........................................................... 32 

 

BAB IV INTERGAL  

4.1.  Dibawa ke Bentuk I ∫ += cxfxdf )()(  ......................................... 34 

4.2.  Rumus Dasar Intergal  ..................................................................... 34 

4.3.  Bentuk II  ........................................................................................ 34 

4.4.  Dibawa ke Rumus III  ..................................................................... 36 

4.5.  Dibawa ke Rumus IV  ..................................................................... 36 

4.6.  Intergal Parsial  ............................................................................... 37 

4.7.  Internal Bentuk Rasional  ................................................................ 37 

4.8.  Intergal Fungsi Trogonometri  ........................................................ 41 

4.9.  Intergal Fungsi Pecah Rasional dalam Sin dan Cos  ....................... 41 

4.10.Intergal dengan Substitusi  .............................................................. 42 

4.11.Substitusi Aljabar  ........................................................................... 45 

BAB V TERAPAN INTEGRAL 

5.1 Luas Daerah Bidang Datar  ............................................................... 46 

5.2 Volume Benda Putar  ........................................................................ 49 

5.3 Integral Ganda  .................................................................................. 52 

LATIHAN SOAL-SOAL  ................................................................................... 53 

RUMUS-RUMUS INTEGRAL ELEMENTER ................................................. 58 

DAFTAR PUSTAKA  ........................................................................................ 60 

 

 

 

 



vi 

 

 



vii 

 



1 

 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Sistem Bilangan 

Sistem bilangan yang akan dibahas disini adalah sistem bilangan riil. 

Untuk memperjelas definisi bilangan riil, berikut diberikan skema bilangan 

dari yang paling sederhana sampai bilangan kompleks.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.1. Skema Bilangan 

 

Cara penyajian bilangan riil dapat menggunakan interval atau selang. Ada 

selang terbuka, tertutup dan selang setengah terbuka atau setengah tertutup. 

Untuk lebih jelasnya diberikan contoh penyajian bilangan riil dengan selang :  

- Selang tertutup : { }Rxbxx ∈≤≤ ,| α , dengan gambar  a b 

- Selang terbuka  : { }Rxbxx ∈∠∠ ,| α , dengan gambar   a                        b 

- Selang setengah terbuka atau setengah tertutup :   

{ }Rxbxx ∈∠≤ ,| α  atau { }Rxbxx ∈≤∠ ,| α , 

dengan gambar  a  b atau     a  b 

Untuk selanjutnya semesta pembicaraan yang dipakai adalah bilangan riil.  

 

 

Bil. riil 

Rasional Irrasional 

Bulat  Pecah 

Negatif Cacah 

Nol 

Asli 
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1.2. Himpunan 

Himpunan adalah kumpulan elemen-elemen yang mempunyai sifat 

keterikatan antara anggotanya dan yang berada dalam satu kesatuan. Cara 

menyajikan himpunan adalah dengan beberapa cara: dengan pendaftaran, yaitu 

mendaftar semua anggota yang dimiliki himpunan itu. Dengan pencirian, yaitu 

dengan menyebutkan ciri himpunan yang dimaksud, sedangkan dengan cara 

diagram Venn adalah memasukkan anggota yang memiliki ciri yang sama 

dalam satu himpunan tertentu, dan himpunan lain adalah anggota himpunan 

dengan ciri yang berbeda. 

Ada beberapa operasi antar himpunan, yaitu : 

1. Union atau gabungan. A union B atau A gabungan B dapat dinyatakan 

sebagai { }.,| RxBxAxxBA ∈∈∨∈=∪  

2. Interseksi atau irisan. A interseksi B atau A irisan., B dapat dinyatakan 

sebagai { }.,| RxBxAxxBA ∈∈∧∈=∩  

3. Pengurangan. { }RxBxAxxBA ∈∉∧∈=− ,|  

4. Penambahan. ( ) ( )BABABA ∩−∪=+  

5. Perkalian. ( ){ }RbRaBbAabaBxA ∈∈∈∧∈= ,,|,  

6. Komplemen atau A
c
 adalah { }RaAaa ∈∉ ,|  

 

1.3. Macam-macam fungsi 

1.3.1 Fungsi Aljabar 

1. Polinom atau suku banyak 

Contoh : polinom/suku banyak 

n

n xaxaxaaxF ++++= .....)( 2

210  

Polinom di atas dinamakan polynomial berderajat n. 

2. Fungsi rasional : 0)(,
)(

)(
)( ≠= xQ

xQ

xP
xf  

Contoh : 
9

5
)(

2

23

−

+−
=

x

xx
xf  
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3. Fungsi irrasional, adalah fungsi yang bukan rasional. Sehingga 

nilai-nilai dalam fungsi bukan merupakan bilangan rasional. 

 

1.3.2. Fungsi Transendental  

1. Fungsi Trigonometri  

Contoh : y = sin x 

2. Fungsi Siklometri  

Contoh : y = arc sin x 

3. Fungsi Eksponen  

Contoh : y = a
x
 

4. Fungsi Logaritma  

Contoh : y = log x, 
e
log a = ln a 

5. Fungsi Hiperbolik  

Contoh : sinh x 
2

cosh;
2

xxxx
ee

x
ee

−− +
=

−
=  

6. Kebalikan Fungsi Hiperbolik  

Contoh : 

xy 1sinh −=  

yx sinh=   x
ee

yy

=
− −

2
 

xy 1cosh −=  

xy 1tanh −=  

7. Fungsi Genap & Fungsi Ganjil  

Definisi fungsi genap dan fungsi ganjil adalah sebagai berikut :  

Disebut fungsi genap jika f(-x) = f(x), dan disebut fungsi ganjil jika 

memenuhi f(-x) = -f(x) 

Contoh fungsi genap : 

xxf cos)( =  

4

1
)(

2 +
=

x
xf  
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4

1
)(

4 +
=

x
xf  

Contoh fungsi ganjil : 

xxf sin)( =  

5

1
)(

x
xf =  

x
xf

1
)( −=  

8. Fungsi Periodik  

Yang dimaksud fungsi periodik adalah suatu fungsi yang nilainya 

selalu berulang setiap selang tertentu. Sebagai contoh diberikan fungsi 

trigonometri sebagai berikut : 

f(x) = sin x = sin (x+2 k ) 

f(x) = cos x = cos (x+2 k ) 

f(x) = tan x = sin (x+ k ) 

f(x) = cotg x = sin (x+ k ) 

Fungsi diatas merupakan fungsi periodik dengan periode k.  

  

1.3.3 Segitiga Pascal dan Binomium Newton  

 Akan dibahas tentang penyelesaian suatu fungsi aljabar berbentuk (a+b)
m

, 

dengan m bilangan positif atau negatif. Diharapkan dapat dimengerti beda 

penggunaan segitiga pascal dan rumus binomium newton.  

Segitigas Pascal 

1 

1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

dst 

Gambar 1.2 Skema Segitiga Pascal  
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 Dengan menggunakan segitiga Pascal, maka perhitungan–perhitungan 

dibawah ini akan lebih mudah dipahami.  

3)( ba −  = 3223 .133.1 babbaa +++  

  3223 33 babbaa +++=  

4)( ba −  = 4))( ba −+  

  
432234

432234

664

.1)(4)(6)(4.1

babbabaa

bbababaa

+−+−=

+−+−+−+=
 

Dst... 

Jika Ditemukan persamaan berbentuk 2/1)( ba ± , maka pemecahannya 

tidak dapat menggunakan segitiga Pascal. Diperlukan rumus yang lebih umum 

yang selain dapat dipakai untuk mencari bentuk-bentuk )( ba ±  berpangkat bulat, 

juga dapat dipakai untuk menemukan penyelesaian untuk )( ba ± berpangkat 

bilangan pecah. Rumus umum yang dipakai untuk menyelesaikan permasalahan 

diatas adalah Rumus Binomium Newton, yang akan dibahas berikut ini.  

 

Rumus Binomium Newton  

...)( 222110 +++=+ −−
baCbaCaCba

n

n

n

n

n

n

n

 

ini

n

n

i

baC )1(

0

−

=
∑  

Dimana 







=

−
=

k

n

knk

n
C

k

n
)!(!

!
 

  nn ,....3,2,1!=  

Sehingga  

...
!3

)2)(1(

!2

)1(

!1
)(

3322
1 +

−−
+

−
++=+

−−
− bannnbann

ba
n

aba
nn

nnn  
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1.3.4 Cara Menyajikan Suatu Persamaan  

Ada beberapa cara penyajian suatu persamaan berdasarkan beubah-

peubahnya.  

1. Bentuk Implisit : 

Peubah bebas dan tak bebas berada dalam satu ruas. 

F (x,y) = 0 

G (x,y,z) = 0 

Contoh : x
2 

+ 2y + 10 = 0 

2. Bentuk Explisit : 

Peubah bebas dan tak bebas dalam ruas yang berbeda.  

y = f(x) ;  x = f(y) ;  z = f(x,y) 

Contoh : y = x
2 

+ 2x + 8 

3. Bentuk Parameter 

Peubah merupakan fungsi dari suatu parameter 

x = g(ϕ ), ϕ  parameter 

y = g(ϕ ) 

z = (ϕ ) 

Misalkan diberikan persamaan : x = 2t + t
2
 ;  y = 5t+10t

2
;  z = 3t

2 
+ 6t + 5 

Contoh : 

Sebagai Contoh diberikan suatu persamaan lingkaran dengan pusat (0,0) dan 

jari-jari 1. Bagaimanakah persamaannya dalam bentuk implisit, eksplisit, dan 

bentuk parameter.  

Jawab : 

x
2 

+ y
2 

= 1 

Bentuk Implisit : 

x
2 

+ y
2 

– 1 = 0 

Bentuk explisit : 

y
2
 = 1 – x

2 

y = 21 x−±  
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Bentuk parameter : 

x = cos t 

        t parameter 

y = sin t  

1.4. Koordinat Kutub / Polar 

Setiap titik dalam koordinat kutub dinyatakan dengan r dan v  

r  = modulus yaitu jarak dari 0 ke titiknya (OP)  

ϑ = argumen adalah sudut yang dibentuk oleh sumbu x positif dengan arah           

berlawanan arah jarum jam dengan garis OP. 

 O adalah titk kutub, sedangkan OX adalah sumbu kutub.  

Hubungan koordinat Orthogonal dengan kutub Polar adalah sebagai berikut :  

y = r sin ϑ ,   x = r cos ϑ  dan r = 22
yx + . 

Contoh : 

1. r = 5 maka r = 22
yx +  

             5 = 22
yx +  

          25 = x
2 

+ y
2 

2. r = 3 cos V maka = 3 
r

x
 

r = 3 
22

yx

x

+
 

22
yx + = 

22
yx

x

+
 

x
2
 + y

2
 = 3 x 

x
2 

– 3x + y
2 

= 0 









=+








−

3

2

2

3 2

2

yx  

Pusat 







0,

2

3
, jari-jari = 

3

2
 

3. r = 4 sin V 
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22

22 4
yx

y
yx

+
=+  

x
2 

+ y
2
 = 4y 

x
2 

+ y
2 

- 4y = 0 

x
2
 + (y-2)

2 
= 2

2 

lingkaran pusat (0,2) jari-jari 2 
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BAB II 

BARISAN BILANGAN, LIMIT FUNGSI DAN DERIVATIF 

 

Dalam membicarakan masalah barisan bilangan, maka setiap diberikan 

kata barisan, yang dimaksud adalah barisan barisan bilangan.  

 

2.1. Barisan Bilangan  

Definisi : 

Bila C  adalah himpunan tak kosong, barisan bilangan dalam C adalah 

harga fungsi f dari A ke C, dimana A adalah bilangan asli.  

Cara penyajiannya adalah {C1, C2, ..... Cn} atau {Cn}, n ε A atau f(n) = Cn, 

nε A 

Contoh : 

1. 








=
n

Cn
1

,.....,
4

1
,

3

1
,

2

1
,1  

2. { }nCn =,.....,4,3,2,1  

3. ( ){ }n
Cn 1,....,1,1,1 −=−−  

Limit suatu barisan bilangan didefenisikan sebagai   

  artinya pada setiap 0>ε , ada bilangan indeks no = no(ε ), 

sehingga untuk n ≥ no berlaku |Cn – l| <ε  

 

Barisan yang berlimit disebut konvergen, sedangkan barisan yang tak 

berlimit disebut divergen. Nul sequence adalah suatu barisan yang limitnya 

nol. 

Contoh : 

Cn = 1
1

=
+

l
n

n
 

Misal diambil 
800

1
=ε  

Dicari bilangan indeks no yang bergantung ,ε  
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Maka,  

|Cn – 1| < ε  

800

1

1

)1(

1800

1

800

1
1

1

<
+

+
−

+
<−

<−
+

n

n

n

n

n

n

 

800

1

1

1

1

1

800

1

800

1

1

1

800

1

<
+

−

+

−
<−

<
+

−
<−

n
dan

n

n
 

- n – 1 < - 800 dan – 801 <n+1 

- n < - 799 dan -801<n 

n > 799 dan n > - 801 

Jadi yang memenuhi  

n > 799 (no = 799) 

Sehingga n dipenuhi adalah 800 

|C800 – 1|<
800

1
 

 

2.2. Limit Fungsi  

Definisi :  

L disebut limit kiri dari suatu fungsi f(x) untuk x mendekati a dari 

sebelah kiri atau Lxf
ax

=
−−

)(lim  artinya untukk setiap 0>ε  dapat 

ditemukan )(εδ  sedemikian sehingga untuk setiap harga dalam interval 

axa <<− δ  berlaku (f(x)–L<ε ). 

L disebut limit kanan dari suatu fungsi f(x) untuk x mendekati a dari 

sebelah kanan atau Lxf
ax

=
+−

)(lim  artinya setiap 0>ε  dapat ditemukan 

s(ε ) sedemikian sehingga untuk setiap harga x dalam interval 

δ+<< axa  berlaku (f(x)–L<ε ) 
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Jika Lxfxf
axax

==
+− −−

)(lim)(lim  

Maka dinyatakan f(x) mempunyai limit di x = a atau Lxf
ax

=
−

)(lim  

 

Gambar 2.1 Skema Limit 

Contoh :  

f(x)  = 
1

1

−x
 atau y = 

1

1

−x
 

Nilai f(x) untuk x sama satu tidak terdefinisi, karena nilai f (x) menjadi 

pecahan dengan penyebut bernilai nol. 

 

f(x)  = x, untuk x > 1 

= x 2 , untuk x < 1 

= 0, untuk x = 1 

−→1
lim
x

( ) 112 ==xf  

( ) ,1lim
1

=
+→

xf
x

 karena limit kiri sama dengan limit kanan maka dengan 

definisi diatas terbukti ( ) 1lim
1

=
→

xf
x

. 

 

Teorema-teorema tentang limit : 

Ada beberapa teorma-teorema penting yang tidak diberikan buktinya 

disini, akan tetapi dibidang teknik penggunaannya sangat penting.  
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Jika diberikan fxf
Cx

=
−

)(lim dan gxg
Cx

=
−

)(lim , maka : 

1. gfxgxfxgxf
CxCxCx

±=±=±
−−−

)(lim)(lim)}()({lim  

2. kfxfkxfk
CxCx

==
−−

)(lim.)(lim , dimana k adalah suatu konstanta. 

3. gfxgxfxgxf
CxCxCx

.)(lim)(lim)().(lim ==
−−−

 

4. 0,
)(lim

)(lim

)(

)(
lim ≠==

−

−

−
g

g

f

xg

xf

xg

xf

Cx

Cx

Cx
 

5. { } nn

Cx

n

Cx
fxfxf ==

−−
)}(lim{)(lim  

6. { } Cx

xg

Cx

xg

Cx
xfxf −

−−
=

)(lim
)(

)}(lim{)(lim  

7. 0,)(lim)(lim ≥==
−−

ffxfxf n
n

cx

n

cx
 

8. 0,ln)(limln)(lnlim >==
−−

ffxfxf
cxCX

 

9. f
xf

xf

cx
kkk cx == −

−

)(lim
)(lim  

10. e
xx

x

xx
=








−=








+

−

≈−≈−

1
1lim

1
1lim  

 

2.3. Kekontinuan  

Definisi : 

Sebuah fungsi f dinamakan kontinu pada c, jika  

1. f(c) ada (f terdefinisi di c) 

2. )(lim
3

xf
x−

= ada, berarti limit kanan sama dengan limit kiri  

3. )()(lim
3

Cfxf
x

=
−

 

Jika salah satu syarat tidak dipenuhi, maka f(x) diskontinu di C.  
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2.4. Derivatif  

Skema  

 

Gambar 2.2 Fungsi y = f(x) untuk 

mempermudah pemahaman derivatif. 

 

Jika ada 2 titik : P(x,y); Q(x+∆x,y+∆y) 

P dan Q berada pada fungsi y = f(x) 

Garis singgung di P membentuk α dengan sumbu x. 

Garis singgung di Q membentuk α  + ∆α  dengan sumbu x.  

x

y
QPS

∆

∆
=<tan dengan ∆x mendekati 0, dan ∆α  mendekati 0, koefisien 

arah garis singgung di P = tan α =
y

x

x ∆

∆
→∆ 0

lim . Jika lim ada maka tan 

α )()(' xDyxY
dx

dy
=== = derivatif pertama dari y ke x. 

)(xfy =  maka )( xxfyy ∆+=∆+  









∆

−∆+
==

−∆ x

xfxxf
xf

dx

dy

x

)()(
lim)('

0
atau dy=f’(x) dx 

y=f(x)  maka )('' xf
dx

df
y ==  

Contoh : 

3
1

43 4 )1(1 xxy −=−=  
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Misal 41 xu −=  34x
dx

du
−=  

( ) ( )33
2

4

323
1

41
3

1
.

3

1

xx
dx

du

du

dy

dx

dy

u
dx

dy
uy

−−==

==

−

−

 

Definisi  

1. misal fungsi f terdefinisi pada selang I yang bukan suatu titik. Fungsi 

f dikatakan mempunyai turunan pada selang I, jika turunannya (f’) 

terdefinisi.  

2. Derivatif pertama dari y = f(x) ke-x 

)(''

)()(
lim

0

xf
dx

dy
y

x

xfxxf

dx

dy

x

===

∆

−∆+
=

−∆
 

2.4.1 Rumus-rumus derivatif  

Jika u, v, w fungsi dari x, a, b, c, n =  konstan : 

1. 0)( =c
dx

d
 

2. ccx
dx

d
=)(  

3. 1)( −= nn
ncxcx

dx

d
 

4. ...)( ±±± wvu
dx

d
 

...)±±±=
dx

dw

dx

dv

dx

du
 

5. ( )
dx

du
ccu

dx

d
=  

6. ( )
dx

du
v

dx

dv
uuv

dx

d
+=  

7. ( )
dx

du
vw

dx

dv
uw

dx

dw
uvuvw

dx

d
++=

 

8. 
2v

dx

dv
u

dx

du
v

v

u

dx

d
−

=







 

0≠v  

9. 
dx

du
nuu

dx

d nn 1)( −=  

10. 
dx

du

du

dy

dx

dy
.=  

11. 

du
dxdx

du 1
=  
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12. 

du
dx

du
dy

dx

d
=  

13. 
dx

du
uu

dx

d
cossin =  

14. 
dx

du
uu

dx

d
sincos −=  

15. 
dx

du
uu

dx

d 2sectan =  

16. 
dx

du
uu

dx

d 2csccot −=  

17. 
dx

du
uuu

dx

d
tansecsec =  

18. 
dx

du
uuu

dx

d
cotcsccsc −=  

19. 
dx

du

u
u

dx

d

2

1

1

1
sin

−
=−  

20. 
dx

du

u
u

dx

d

2

1

1

1
cos

−
=−  

21. 
dx

du

u
u

dx

d
2

1

1

1
tan

+
=−  

22. 
dx

du

u
u

dx

d
2

1

1

1
cot

+

−
=−  

23. 
dx

du

uu
u

dx

d

2

1

1

1
sec

−
=−  

24. 
dx

du

uu
ucse

dx

d

2

1

1

1
sec

−

−
=−  

25. 
dx

du

au
u

dx

d
a

.
ln

1
log =  

26. 
dx

du

u
u

dx

d
.

1
ln =  

27. 
dx

du
aaa

dx

d
ln""=  

28. 
dx

du
ee

dx

d
""=  

29. == vinuv
e

dx

d
u

dx

d
 

dx

dv
uu

dx

du
vu

dx

du
ue

dx

du

u

v
e

uv
dx

d
e

vv

uv

uv

uv

ln

)1(ln

)ln(

1

ln

ln

ln

+

=

+








=

−

 

30. 
dx

du
uu

dx

d
coshsinh =  

31. 
dx

du
uu

dx

d
sinhcosh =  

32. 
dx

du
uhhu

dx

d 2sectanh =  

33. 
dx

du
hcu

dx

d
seccoth −=  

34. 
dx

du
uhuhu

dx

d
tanhsecsec −=  

35. 
dx

du
hucthuhuc

dx

d
secsec −=  

36. 
dx

du

u
u

dx

d

1

1
sinh

2

1

+
=−  

37. 
dx

du

u
u

dx

d
2

1

1

1
coth

+
=−

dx

du

u
u

dx

d

1

1
cosh

3

1

+

±
=−  

38. 
dx

du

u
u

dx

d
2

1

1

1
tanh

+

±
=−  

-1 < u < 1 
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39.  

- 1/\1 −<> uu  

40. 
dx

du

u
uh

dx

d

u 2

1

1

1
sec

+

±
=−  

41. 
dx

du

u
ucesh

dx

d

u 2

1

1

1

+

±
=−  

 

Contoh : 

1. f(x) =  x sin x  

maka  

f’(x) = x cos x + 1.sin x 

 = x cos x + sin x 

2. f(x) = 2x
2
+3x

2
 tan x, x ≠ 0, maka  

f’(x) = 4x + 3x
2
.sec

2 
x+6x tan x 

x ≠ 0 

3. 0,
sin

)( ≠= x
x

x
xf  

0,
sin1cos.

)('
2

≠
−

= x
x

xxx
xf  

4. ,
31

32)(
2

25

xx
xxxf +−−= maka  

324 6610)( −− −+−= xxxxxf  

5. 1,
1

1
)( −≠

+

−
= x

x

x
xf , maka  

( )( ) ( ){ } 2)1/(1111)(' xxxxf +−−+−=  

  

Catatan : 

)12(cos
2

1
cos

)2cos1(
2

1
sin

2

2

+=

−=

xx

xx
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2.4.2. Turunan Fungsi Komposisi Atau Turunan Rantai  

Komposisi fungsi  

( ) )(')).((')(
1

0 xgxgfxgf =  

Atau rantai  

dx

dw

dw

dv

dx

du

du

dy

dx

dy

dx

du

du

dy

dx

dy

...

.

=

=

 

Contoh : 

1. xxxf 32)( 2 +=  

Dibentuk  ))(()( xhgxf o=   

  
xxg

xhg

=

=

)(

))((
  )())(( xhxhg =  

  32)( 2 += xxh  

Maka  )(')).((')()( 1

0 xhxhgxhg  

34)(' += xxh                  

                                               xh
xh

xf ('
)(2

1
' = ) 

                           34.
322

1

2
+

+
x

xx
 

x
xxg

2

1

2

1
)(' 2

1

==  

Cara lain  

34

32 2

+=

+=

x
dx

du

xxu

   

xxu

u
yuyxf

32

2

1
')(

2 +=

===
 

dx

du

du

dy

dx

dy
.=  
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)(' xf  34.
1

+= x
u

 

 34.
322

1

2
+

+
= x

xx
 

2. f(x)  =  sin (tan x), maka  

f(x) = {cos(tan x)} sec
2
x 

3. maka
x

x
xf ,

1

1
sec)(

+

−
=  

( ){ }{ }2
)1/()1(1)1(1

1

1
tan

1

1
sec)( xxx

x

x

x

x
xf +−−+−









+

−

+

−
=  

 

2.4.3. Teorema Turunan fungsi Invers 

Misal y =  f(x) 

dx
dydy

dx

xf
yx

1

)('

1
)('

=

=

 

Teorema turunan  

Fungsi f(x) =  x
r
, r rasional  

F(x) = x
r
  f’(x) = rx

r-1
 

Contoh : 

Diberikan suatu fungsi 3/223 2 )2()2()( xxxxxf −=−=  , maka  

f '(x) )22()2(
3

2
3

1

2 −−=
−

xxx  

 { }2,0,
23

)1(4

3 2
≠

−

−
= x

xx

x
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kbulatkx

x

xx
xxxxg

xxxg

,
2

1

tan3

sec.tansin
sec)(tan

3

1
.)sin(tan)('

)cos(tantancos)(

3 2

23
23

2

3

1

3

1

3

ππ +≠

=−=

==

−

 

 

 

Contoh : 

1. 
x

x
xf

+

−
=

1

1
)(  

2. xxxf sin)( =  

3. 3 sin)( xxf =  

Jawab : 

1. f(x) =








+

−
=

+

−
=

2

1

1

1

1

1

x

x

x

x
 

f’(x) 
2

2

1

)1(

1)1()1)(1(
.

_1

1

2

1

x

xx

x

x

+

−−+−







 −
=  

 

2

1

2

3

2

1

2

1

2

2

2

2

1

2

2

1

)1()1(

1

)1(

)1(
.)1(

1

)1(
1

1

1

)1(

2
.

1

1

2

1

)1(

11
.

1

1

2

1

xx

x

x
x

x
x

x

xx

x

x

xx

x

x

−+

−

+

−
+

−=

+










+

−
−=

+

−









+

−
=









+

+−−−









+

−
=

−

−

 

2. f(x) 2
1

)sin(sin xxxx ==  
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f”(x) )cossin.1()sin(
2

1
2

1

xsxxx +=
−

 

    )cos(sin)sin(
2

1
2

1

xxxxx +
−

 

3. f(x) 3
1

3 )(sinsin xx ==  

f”(x)   )
2

1
(cos.)(sin

3

1
2

1
3

2 −−
= xxx  

    xxx cos.)(sin
6

1
3

2
2

1 −
 

Cari 
dx

dy
dari 33223 =++ yxyx  

Di (1,1) 

dx

yxdf ),(
 03223 2232 =+++=

dx

dy
xyxy

dx

dy
yx  

  03223 =+++=
dx

dy

dx

dy
 

Di (1,1) 055 ++
dx

dy
 

Jika diminta untuk mencari 
dx

dy
, maka  

5
dx

dy
= - 5, maka 

dx

dy
= - 1 

 

2.4.4. Mendeferensialkan Fungsi Implisit 

Fungsi implisit adalah fungsi yang berbentuk f(x,y)=0 atau (f(x,y) = 

c. Maka cara mencari 
dx

dy
dari fungsi implisit adalah sebagai berikut :  

Untuk memudahkan pemahaman, maka akan langsung diberikan 

beberapa cara : 

Contoh : 

1. 2522 =+ yx (fungsi implisit) 
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x
dx

dy
y

dx

dy
yx

dx

dy
yx

dx

dy

22

22

022

−=

=+

=+=

 

y

x

dx

dy

y

x

dx

dy

−=

−=
2

2
 

 

2. Jika 056222 =+−−+ yxyx  

Tentukan 
dx

dy
dan 

2

2

dx

yd
 

Di titik x = 3, y = 2 

� 056222 =+−−+ yxyx  

2
1

2
)2,3(

3

1

)1(2)3(2

22)62(

06222

=
−

−
=

−

−
=

−=−

−=−

=−−+

dx

dy
di

y

x

dx

dy

x
dx

dy
y

x
dx

dy
y

dx

dy

dx

dy
yx

 

� 








−

−
=

3

1
2

2

y

x

dx

d

dx

yd
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( )

5
1

)2(1

)32(

2).31()23(

)32(

)1()3(

)3(

)1)(1()1(3

2

2

2

2

=
−−

=

−

−−−
=

−

−−−
=

−

−−−−
=

dx
dy

dx
dy

xy

y

xy

 

3. yxxyxyxf sin),( 2 −+=  

(atau, x + xy
2
 = x sin y) 

Cari 
dx

dy
dan 

2

2

dx

yd
 

2.4.5. Mendeferensialkan Fungsi Dengan Peubah Lebih Dari Satu 

Secara umum jika diketahui z adalah fungsi dari u1, u2, u3,... un, dan u1, 

u2, u3,... un adalah fungsi dari x, maka : 

dx

du

u

z

dx

du

u

z

dx

du

u

z

dx

dz n

n

...... 2

2

1

1 ∂

∂
++

∂

∂
+

∂

∂
=  

u

z

∂

∂
 = derivative parsiil pertama dari z ke u 

 artinya peubah lain kecuali u dianggap konstan  

Contoh : 

222

3

2232

3232

33

22

3232'

xyyz
y

z

xyxz
x

z

dx

dy
xyxy

dx

dy
yxz

dx

dz

yxyxz

y

x

+==
∂

∂

+==
∂

∂

+++==

++=

 

2.4.6. Mendeferensialkan persamaan bentuk parameter  

)(

)(

tgy

tfx

=

=
  t = parameter  
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dtdx

dtdy

tx

ty

tx

ty

x

y

dx

dy

t

t

xx /

/

/lim

/lim

/

/
limlim

0

0

00
=

∆∆

∆∆
=

∆∆

∆∆
=

∆

∆
=

−∆

−∆

−∆−∆
 

Jika 

•

•

=

=

=

X
dt

dx

Y
dt

dy

y
dx

dy
'

  
•

•

=

X

Y
y' maka 

( )2

2

2

2

2

2

2

1

.

dt
dx

dt
dxdt

xd
dt

dy

dt
yd

dt

dx

dx

dt

dt
dx

dt
dy

dt

d

dt
dx

dt
dy

dx

d

dx

yd

−

=

















=
















==

 

3
"










−
==

•

••••••

x

xyyx
y    

•

•

=

x

y
y'  

Contoh : 

1. tx −= 2  

562 −−= tty  

Maka 
•

•

==

x

y

dx

dy
y'  

)1(2

22

2)2(226
1

62
'

1

62

+=

+=

+−=−=
−

−
==

−==

−==

•

•

x

x

tt
t

dt

dx
y

x
dt

dx

ty
dt

dy
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2. ttx sin−=  π<< t0  

ty cos1−=  

y

t

t

t
y

t
dt

dy
y

t
dt

dx
x

sin

cos1

sin
'

sin

cos1

=
−

=

==

−==

•

•

 

Sin t dinyatakan dalam y  

2

22

22

2

2
1

'

2211

)21(1)1(1

cos1sin

1cos

cos1

yy
y

y

yyyy

yyy

tt

yt

ty

−=

−=−+−

+−−=−−

−=

−=

−=

   )1cos(sin 22 =+ tt  

 

2.4.7. Mendeferensialkan fungsi pangkat fungsi  

Jika diketahui z = f(u,v)=u
v
, dimana u, v adalah fungsi dalam x maka 

dx

df
dapat dicari dengan 2 cara : 

1. v
uz =  

uvz

uz
v

lnln

lnln

=

=
 

Diturunkan ke – x 









+=

+=

dx

du

u

v
u

dx

dv
u

dx

dz

dx

du

u

v
u

dx

dv

dx

dz

z

v ln

ln.
1

 

2. v
uz =  
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







+









+=

==

dx

du

u

v
u

dx

dv
u

dx

du

u

v
u

dx

dv
e

dx

dz

eez

v

uv

uvu
v

ln

lnln

lnln

 

 

Contoh : 

Diketahui z = x
x
 

 

Cara pertama : 

 

)1(ln

ln.1
1

lnln

lnln

+=

+=

=

=

=

xx
dx

dz

x

x
x

dx

dz

z

xxz

xz

xz

x

x

x

 

Cara kedua : 

 

)1(ln

)1(ln

ln1

ln

ln

+

+









+=

=

xx

xe

x

x
xez

xz

x

X

X

x

X

X
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BAB III 

TERAPAN DERIVATIF 

 

3.1 FUNGSI NAIK DAN TURUN  

Definisi : 

Suatu fungsi f(x) dikatakan naik di titik x = x0, jika ditunjukkan bilangan pos 

kecil h sedemikian, sehingga untuk setiap titik tertentu x1<x2 yang terletak dalam 

interval (x0-h,x0+h) berlaku :f(x1)<f(x2).  

Suatu fungsi f(x) dikatakan turun di titik x = x0, jika ditunjukkan bilangan pos 

kecil h sedemikian, sehingga untuk setiap titik tertentu x1>x2 yang terletak dalam 

interval (x0-h,x0+h) berlaku :f(x1)>f(x2).  

Untuk mempermudah pemahamannya diberikan skema pada gambar 3.1  

Skema : 

 

Gambar 3.1 Skema Fungsi naik dan fungsi turun 

Dalil : 

Jika f’(x0)>0 � y = f(x) naik di x = x0 

  f’(x0)<0 � y = f(x) turun di x = x0 

  f’(x0)=0 � titik stasioner dari fungsi f tercapai.  

  f”(x0)<0 � maka titik (x0, f(x0)) titik maksimum  

  f”(x0)>0 � maka titik (x0, f(x0)) titik minimum  

Contoh : 

342)( 24 +−= xxxf  

Tentukan semua ekstrim relatif dari fungsi f 
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Jawab : 

)(xf  342 24 +−= xx  

)(' xf  xx 88 3 −=  

  )1(8 2 −= xx  

)(" xf  824 2 −= x  

 

Titik stasioner tercapai jika f’(x)=0 

)(' xf  0)1(8 3 =−= xx  

  

1)1(;1)1(;3)0(

1;1;0

0)1(8

321

=−==

−===

=+=

fff

xxx

xx

 

 

f”(0) = -8<0 maka (0,3) titik maksimum  

f”(1) = 16>0 maka (1,1) titik minimum 

f”(-1) = 16>0 maka (-1,1) titik minimum 
 

Sebelum mempelajari soal-soal lebih lanjut, akan diberikan terlebih 

dahulu teorema-teorema yang mendukung fungsi naik maupun fungsi 

turun.  

 

Teorema Uji Keturunan Kedua untuk Kecekungan.  

Misal f fungsi yang mempunyai turunan kedua selang I (terbuka) 

1. Jika f”(x)>0 � Grafik f cekung ke atas pada I  

2. Jika f”(x)<0 � Grafik f cekung ke bawah pada I  
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Definisi titik belok (Ekstrim)  

f fungsi kontinu pada selang terbuka I Ia ∈ , titik =(a, f(a)) dikatakan titik 

belok jika dipenuhi 2 syarat berikut : 

1. Terdapat perubahan kecekungan dari grafik fungsi f disekitar x = a 

2. Terdapat garis singgung pada grafik fs f di (a,f(a)) 

 

 Contoh : 

 

)1515(

01515)('

235)(

22

24

53

xx

xxxf

xxxf

−

=+=

+−=

 

a) Tentukan selang f cekung ke atas dan f cekung ke bawah  

b) Tentukan semua titik ekstrimnya 

 

 Jawab : 

 

Rxxxxf

Rxxxxf

Rxxxxf

∈−=

∈−=

∈+−=

,6030)("

,1515)('

,235)(

3

42

53

 

 

2
2

1
)(2

2

1
(60

)
2

1
(60 2

−+−=

−−=

xxx

xx

 

01 =x   2
2

1
2 −=x    2

2

1
3 =x  

2)0( =f ; 2
8

7
2)2

2

1
( −=−f ; 2

8

7
2)2

2

1
( +=f  

 

2
2

1
−            2

2

1
 

2
2

1
−<x  02

2

1
<<− x  2

2

1
>x  
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(a) f cekung ke atas : 









−− 2

2

1
,n   ; 








2

2

1
,0  

f cekung ke bawah: 









− 0;2

2

1
  ; 








n,2

2

1
 

 

(b) Karena f”(x) ada di Rx ∈ dan disekitar 2
2

1
,0,2

2

1
==−= xxx ada 

perubahan kecekungan, maka titik ekstrimnya  









+








−− 2

8

7
2,2

2

1
);2,0(;2

8

7
2,2

2

1
 

Teorema-teorema yang mendukung pembahasan diatas adalah : 

1. Teorema Rolle  

Misalkan f memnuhi syarat : 

(a) Kontinu pada selang tertutup (a,b) 

(b) Mempunyai turunan pada selang terbuka (a,b) 

(c) f(a) = f(b) 

maka terdapat suatu 0)('),( =∋∈ cfbac  

(Teorema ini menjamin adanya titik-titik pada grafik f(x) dimana f’(x)=0 

atau garis singgung mendatar) 

Skema : 

 

Gambar 3.2. Skema Teorema Rolle 
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2. Teorema nilai Rata-rata  

Misalkan f memenuhi syarat : 

(a) Kontinu pada selang tertutup (a,b) 

(b) Mempunyai turunan pada selang terbuka (a,b) 

Maka terdapat suatu ),( bac ∈ sehingga 
ab

afbf
cf

−

−
=

)()(
)('  

(Teorema ini menjamin adanya titik pada f yang garis singgung // dengan ruas 

garis yang menghubungkan titik (a,f(a)) dengan (b,f(b)). 

Skema : 

 

 

Gambar 3.3 Skema Teorema 

Nilai rata-rata 

 

3.2 Teorema, Rumus Tayor  

Misal fungsi f mempunyai turunan ke-(n+1) pada selang terbuka I yang 

memuat titik x dan x0, maka f(x) dapat diuraikan dalam bentuk : 

+++−+= ...
!2

)("
)(

!1

)('
)()( 0

0
0

0

xf
xx

xf
xfxf  

  1

0

)1(

0
0

)(

)(
)!1(

)(
)(

!

)( +
+

−
+

+− n
n

n
n

xx
n

cf
xx

n

xf
 

c terletak antara x dan x0 

Dapat ditulis  

F(x)=pn(x)+Rn(x) 

Dimana : 

Pn(x) = suku banyak Taylor berderajad n  

Rn(x) )(
)!1(

)(
0

1(

xx
n

cf
n

−
+

=
+
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 = suku sisa uraian Taylor  

Contoh : 

Deretkan dengan R Taylor f(x)= sin x di x0= 0  

 

Jawab : 

f(x) = sin x  f(0) = 0 

f’(x) = cos x  f’(0) = 1 

f”(x) = -sin x f”(0) = 0 

f
3
(x) = -cos x f

3
(0) = -1 

f
4
(x) = sin x  f

4
(0) = 1 

f
5
(x) = cos x  f

5
(0) = 1 

 

)(xf  ...
!2

)0("

!1

)0('
)0( +++=

f
x

f
f  

  ...
!3

)1(
0.10 3 +

−
+++= xx  

  ...
!5!3

53

−+−=
xx

x  

Deret Taylor dimana x0 = 0 dinamakan Deret Mac Laurin  

 

Contoh : 

Diket : f(x)=x
3
-9x

2
+15x-5 

Tentukan semua titik ekstrimnya.  

 

Jawab : 

F(x)=3x
2
-18x+15  

Stasioner jika f’(x)=0, maka 3x
2
-18x+15=0 atau x

2
-6x+5=0 

Sehingga (x-5)(x-1)=0, x1=5, x2=1 

F”(x)=6x-18, maka f”(5)>0, dan f”(1)<0 

Jadi ekstrim minimum terjadi di titik (5,12) dan ekstrim maksimum di titik 

(1,-12) 
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3.3.  Bentuk-bentuk Tidak Tertentu  

Yang dinamakan bentuk-bentuk tak tertentu adalah bentuk-bentuk berikut : 

00 ;0;1;;.0;;
0

0
∞∞−∞∞

∞

∞ ∞

 

Aturan dari de l’ Hospital : 

1. diketahui f(x) dan g (x) kontinu dan dapat dideferensialkan sebanyak n 

kali disekitar x = a : 

0)(...)(")(')(

0)(...)(")(')(

)1(

)1(

=====

=====
−

−

agagagag

afafafaf

n

n

 

Sedang f
(n)

(a) dan g
(n)

(a) salah satu atau keduanya tidak nol, maka : 

)(

)(

)(

)(
lim

)(

)(

ag

af

xg

xf
n

n

ax
=

→
 

2. Kecuali untuk bentuk 
0

0
, aturan dari de l’ hospital bisa juga dipakai 

untuk bentuk 
∞

∞
 

∞=====

∞=====
−

−

)(...)(")(')(

)(...)(")(')(

)1(

)1(

agagagag

afafafaf

n

n

 

Sedang f
(n)

(a) dan g
(n)

(a) salah satu atau keduanya tidak tak berhingga, 

maka : 

)(

)(

)(

)(
lim

)(

)(

ag

af

xg

xf
n

n

ax
=

→
 

 

Contoh : 

1. 3
1

12
lim

0

0

2

2
lim

2

2

2
−=

−

−
=→

−

−−
→→

x

x

xx

xx
 

2. 
0

0

sin

sin
lim

2

2

0
→

→ x

x

x
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1
2

1.2

2cos2

sin)2)(2(cos2
lim

0

0

2sin

cos2
lim

0

0

cossin2

cos2
lim

22

2

2

2

2

2

==

−
=

→=

→=

→

→

→

x

xxxx

x

xx

xx

xx

x

x

x

 

3. 
∞

∞
→

+

+
→∞ 13

lim
2

2

x

xx

x
 

3

1

6

2

6

12

lim

3

1

6

2
lim

6

12
lim

==
+

=

==
∞

∞
→

+
=

→∞

→∞→∞

x

x
xx

x

x

x

x

xx

 

Contoh : 

1. 
2/

cos
lim

sec

2/

1

lim
tan

)
2

ln(
lim

2

2

2

22
π

π
ππ −

=−=
−

→→→ x

x

x

x

x

IIx

xx
II

x

 

0
1

)2sin2(
2

1
lim

2/

)12(cos
2

1
lim

22

=
−

=
−

+
=

→→

x

x

x

xx
ππ π

 

2. iterdefinistidak
x

e

x

e
x

x

x

x 0

1

2
lim

1
lim

020
==

−
→→

 

3. 
1

lim
2

−∞→ xx e

x
 

0
2

lim
2

lim ===
∞→∞→ xxxx ee

x
 

 



34 

 

BAB IV 

INTEGRAL 

 

Integral adalah anti derivatif atau anti turunan. Rumus-rumus yang berlaku  

untuk derivatif tentu saja berlaku untuk integral dalam arti kebalikannya. 

Persoalan integral tidak hanya menggunakan rumus-rumus dasar yang merupakan 

kebalikan derivatif, akan tetapi perlu teknik-teknik yang cukup rumit yang akan 

dibicarakan berikut ini.  

 

4.1. Dibawa ke Bentuk I : ∫ += cxfxdf )()(  

 Contoh : 

1. ∫ += cxdx  

2. ∫ += cxxd tantan  

3. cuud +=∫ ..  

4. ∫ += cnxnxd ll.  

5. cd xx +=∫ ll.  

 

4.2. Rumus Dasar Integral  

 1,
1

1 1 −≠+
+

= +

∫ ncu
n

duU
nn  

 Contoh : 

 cxdxx +=∫
65

6

1
 

 

4.3. Dibawa ke Bentuk II : 

 cun
u

du
+=∫ l  

 cxfndx
xf

xf
+=∫ )(

)(

)(
l  
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 Catatan : adxbaxd =+ )(  

     dxkxd =± )(  

     )((
2

1 22
axdxdx ±=  

     
4

)
2

(
2

22 a
b

a
xbaxx −+±=+±  

 Contoh : 

1. dx
x

xec
dx

x

xec
∫∫

−
−=

cot

cos

cot

cos 22

 

xecxfxxf 2cos)('cot)( −=⇒=  

Sesuai bentuk dx
xf

xf
∫ )(

)('
 

Maka : 
cxndx

x

xec
+−=

−
− ∫ cot

cot

cos 2

l
 

2. )1()1()1( ++=+ ∫∫ xdxdxx nn  

Dengan rumus cx
n

makaduu
nn ++

+
= +

∫
1)1(

1

1
,  

3. 

cbax
na

baxdbax
a

dxbax

n

nn

++
+

=

++=+

+

∫∫
1)(

1

1
.

1

)()(
1

)(

 

4. )(
2

1 222
baxdbax

a
dxbaxx ++=+ ∫∫  

cbax
a

cbax
a

baxdbax
a

++=

++

+

=

++= ∫

2/32

2/32

22/12

(
3

1

)(

1
2

1

1
.

2

1

)()(
2

1
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5. cedx
e

e x

x

x

++=
+∫ 5ln

5
(menggunakan rumus bentuk II) 

 

4.4. Dibawa ke bentuk III 

 

c
au

au
n

aau

du

c
a

u

aau

du

+
+

−
=

−

+=
+

∫

∫
−

l
2

1

tan
1

22

1

22

 

 Contoh : 

1. c
x

x

dx

x

dx
+=

+
=

+

−

∫∫
3

tan
3

1

)3(3

1

2
2

2
 

2. ∫∫∫ −−

−
=

−−
=

−− 2222
)50()5(

)5(

50)5(2510 x

xd

x

dx

xx

dx
 

c
x

x
+

+−

−−
=

50)5(

50)5(
ln

502

1
 

 

4.5 Dibawa ke bentuk IV : 

 c
a

u

ua

du
+







=

−

−

∫
1

22
sin  

 

cua
u

auu
a

duau

cua
u

a

u

a

a
duua

cauu
au

du

+±+±+±=±

+±+=−

+±+=
±

∫

∫

∫

−

2222
2

22

221
2

22

22

22

2
ln

2

2
sin

ln

 

 Contoh : 

1. c
x

x

xd

xx

dx
+

+
=

+−

+
=

−−

−

∫∫
6

)1(
sin

)1(6

)1(

25

1

22
 

2. )
2

1
(

4

11

2

1
3

2

2 ++







+=++ ∫∫ xdxdxxx  



37 

 

cx
x

xx ++







+

+
++








++








+=

4

11

2

1

2

2
1

4

11

2

1

2

1
ln

2

4
11 22

 

 

4.6. Integral Parsial  

u dan v merupakan fungsi dari x maka duv = u dv + v du  

∫ ∫

∫ ∫ ∫

←−=

−=

−=

vduuvudv

vdu
duvudv

vduduvudv

 

Contoh : 

1. ∫ ∫−= xxdxxxdx ln)(lnln  

      

cxxx

dx
x

xxx

+−=

−= ∫
ln

1
.ln

 

2. ∫∫
−− −= xx

xdedxxe
22

2

1
 

( )

cexe

cexe

dxexe

xx

xx

xx

+−−=

+







−+−=

−−=

−−

−−

−−

∫

22

22

22

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

 

4.7. Integral bentuk rasional  

Bentuk umumnya dapat diberikan sebagai 
)(

)(
)(

xQ

xP
xH = , dimana P(x) 

adalah numetator, sedangkan Q(x) adalah denumerator. Jika P(x)>Q(x) maka 

P(x) harus dibagi Q(x) terlebih dahulu. Integral dengan bentuk rasional ini 

terdiri dari beberapa kasus, yang masing-masing akan dibahas dibawah ini.  

Kasus 1: 

Apabila faktor Q(x) semuanya linier dan berbeda.  
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Contoh : 

)1()2(2

1

)1)(2(

1

2

1

2

)1(

23

23

23

+
+

−
+=

−−

−

−−

−
=

−−

−

−−

−
∫

x

C

x

B

x

A

xxx

x

xxx

x

xxx

x

dx
xxx

x

 

1−x          

)2()2()(

)2()()2(

)2)(()1)(()1)(2(

2

222

AxCABCBAx

xxCxxBxxA

xxCxxBxxA

−+−−+++=

−+++−−=

−++++−=

 

2

1

12

12

0

=

−=−

=−−

=++

A

A

ACB

CBA

  ⇒  

2

3
2

2

1

12
2

1

0
2

1

=−

−=+

⇓

=−−

=++

CB

CB

CB

CB

 

     

3

2

6

4

2

4
3

−=

−=

−=

C

C

 

6

1

6

34

2

1

3

2

0
3

2

2

1

=

−
=

−=

=






 −
++

B

B
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Jadi dx
xxx

x
∫ +−

−

)1)(2(

1
 dx

x
dx

x
dx

x ∫∫∫ +

−
+

−
+=

1

3
2

2

612
1

 

     

4

3

)1(

)2(
ln

6

1

1ln
3

2
2ln

6

1
ln

2

1

+

−
=

++−−+=

x

xcx

cxxx

 

Kasus 2 : 

Jika semua akar riil dan ada yang sama.  

Contoh : 

( )

( )
∫∫∫∫∫∫

∫

−
+

−
+

−
++=

−

−

−

−

)2()2()2()2(

1

)2(

1

23232

3

32

3

x

E

x

D

x

C

x

B

x

A
dx

xx

x

dx
xx

x

 

13 −x   222233 )2()2()2()2( −+−++−+−= xExxDxCxxBxxA  

13 −x   +−+−++= 34 )46()( xEDBAxEB  

   AxBAxEDCBA 8)812()42126( 2 −−++−−+−=  

16

3
;

4

5
;

4

7
;

16

3
;

8

1 −
===== EDCBA  

( )

cx
xx

x
x

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

dx
xx

x

+−−
−

−
−

−
++−=

−
−

−
+

−
++

=
−

−

∫∫∫∫∫

∫

2ln
16

3

)2(4

5

)2(8

)7(
ln

16

3

8

1

)2(16

3

)2(4

5

)2(4

7

16

3

8

1

)2(

1

2

232

32

3

 

 

Kasus 3 : 

Jika tidak semua akar riil dan yang tidak riil semuanya berbeda.  

Contoh : 
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)1(22)22)(1(

32

)1(22)22)(1(

)32(

22

2

22

2

−
+

++

+
=

++−

−−










−
+

++

+
⇒

++−

−−
∫

x

C

xx

BAx

xxx

xx

x

C

xx

BAx
dx

xxx

xx

    

5

4
;

5

7
;

5

9
−=== CBA   

Jadi : 

∫∫∫

∫∫∫

++
−

++

+
=

++
⇒

−
−

++

+
=

++−

−−

225

9

22

)1(

5

9

22

5
9

1

5
4

22

5
7

5
9

)22)(1(

32

222

22

2

xx

dx

xx

dxx
dx

xx

x

dx
xxx

dxx
dx

xxx

xx

 

Maka : 

∫∫∫∫∫ −
−

++
+

++
−

++

+
=

++−

−−

15

4

225

7

225

9

22

)1(2

2

1

5

9

)22)(1(

32
2222

2

x

dx

xx

dx

xx

dx
dx

xx

x
dx

xxx

xx

cxxxx

x
x

dx
xx

ln1ln
5

4
)1(tan

5

2
22ln

10

9

1ln
5

4

1)1(5

2
22ln

10

9

12

2

2

+−−+−++=

−−
++

−++=

−

∫
 

 

Kasus 4 : 

Jika tidak semua akar riil dan akar yang tidak riil ada yang sama.  

Contoh : 

54

)42(

)54(

)42(

)54(

2

54(

)42(

)54()54(

)2(

22222

22222

+−

+−
+

+−

+−
+=

+−

−

+−

+−
+

+−

+
+⇒

+−

−
∫

xx

ExD

xx

CxB

x

A

xxx

x

xx

ExD

xx

CBx

x

A
dx

xxx

x

 

...dst  
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4.8. Integral Fungsi Trigonometri  

1. ∫∫ = axdax
a

axdx sin
1

sin  

   cax
a

+−= cos
1

 

2. axdxaxdx 2cos
2

1

2

1
sin2 −= ∫∫  

     cax
a

x +−= 2sin
4

1

2

1
 

3. udu
n

n
uu

n
udu

nnn

∫∫
−− −

+
−

= 21 sin
1

cossin
1

sin  

 

4.9. Integral fungsi pecah rasional dalam Sin dan Cos  

 

Subtitusi : tan zx =








2

1
 

  zx arctan
2

1
=  

xSinxxSin cos22 =  

   X = 2 arc tan z 

    z
1tan2 −=  

   dx = dz
z

21

2

+
 

Sin x xx
2

1
cos

2

1
sin2=  

  
222 1

2
.

1

1
.

1
.2

z

z

zz

z

+++
=  

Cos x )
2

cos1

2

1
cos:(1

2

1
cos2 22 t

tRumusx
+

=−=  
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Cos z 1
1

1
2

2

2
−











+
=

z
 

  
( )

2

2

2

2

2 1

1

1

1

1

2

z

z

z

z

z +

−
=

+

+
−

+
=  

Contoh : 

∫ ++ xx

dx

cossin1
 ∫∫ −+++

=

+

−
+

+
+

+=
22

2

2

2

2

121

2

1

1

1

2
1

1

2

zzz

dz

z

z

z

z

dz
z  

    cz
z

dz

z

dz
++=

+
=

+
= ∫∫ 1ln

122
2  

 

4.10. Integral dengan Subtitusi  

Kasus 1 : 

Apabila memiliki bentuk 22
ua −  

2

0

IIa

a

≤≤

>

θ
 jika 0≥u  

0
2

1
<≤

−
θ  jika 0<u  

θθθ daduau cossin =⇒=  

Jadi 22
ua −  θ222 sinaa −=  

   
θ

θ

cos.

)sin1( 22

a

a

=

−=
 

1cossin 22 =+ θθ  

 

Kasus 2 : 

Apabila memiliki bentuk 2222
uaau +=+  

2

sectan

0

2

IIa

daduau

a

≤≤

=⇒=

>

θ

θθθ  jika 0≥u  
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0
2

<≤ θ
π

 jika 0<u  

32
ua +  )tan( 222 θaa +=  

  

θ

θ

θ

sec

sec

tan1

2

2

a

a

a

=

=

+=

 

Kasus 3 : 

Apabila memiliki bentuk 22
au −  a>0 

2
0

π
θ <<   jika au ≥  

2
0

π
θ <<   jika au ≥  

θθθ tdaduau tansecsec =⇒=  

22222 sec aaau −−− θ  1sec2 −= θa  

    
θ

θ

tan

tan 2

a

a

=

=
 

 

Contoh-contoh kasus  

1. dx
x

x
∫

−
2

29
 

Subtitusi : θθθ ddxx cos3sin3 =⇒=  

θθ
θ

θ
d)cos3(

sin3

sin33
22

222

∫
−

⇒  

( )
c

dec

d

d

d

+−−=

−=

=

=

−
=

∫

∫

∫

∫

θθ

θθ

θθ

θ
θ

θ

θθ
θ

θ

cot

1cos

cot

sin

cos

cos3
sin3

sin33

2

2

2

2

22

222
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2. dxx∫ + 52  

Subtitusi θtan5: =x  

  θθddx
2sec5=  

52 +x  5tan5 2 += θ  

  
θ

θ

sec.5

1tan5 2

=

+=
 

∫ + dxx 52 θθθ d2sec5sec5∫=  

  ⇒= ∫ θθd3sec5 dengan integral parsial  

  c+++= θθθθ tansecln
2

5
tansec

2

5
 

3. ∫
− 223 3xx

dx
 

Subtitusi : θsec3=x  

  θθθ ddx tansec3=  

22 3−x  222 3sec3 −= θ  

  
θ

θ

tan3

1sec3 2

=

−=
 

∫
− 222 3xx

dx
θ

θθ

θθ
d∫=

tan3.sec3

tansec3
33

 

  θθθ
θ

dd ∫∫ == 2

2
cos

27

1

sec

1

27

1
  

  

c

d

+







+=

+= ∫

θθ

θθ

2sin
2

1

54

1

)2cos1(
27

1

2

1
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4.11. Subtitusi Aljabar  

Subtitusi dilakukan sedemikian sehingga bisa merubah bentuk 

irrasional menjadi rasional.  

Contoh : ∫
−−− 4

3
2

1

)2()2( xx

dx
 

Subtitusi )2(: −x  4z=  

  dx   dzz
34=  

  2

1

)1( −x  22

1

4 )( zz ==  

  4

3

)2( −x  34

3

4 )( zz ==  

Maka : 

∫
−−− 4

3

2

1
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