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KATA PENGANTAR

Assalamualaikum Wr. Wb.

Puji syukur tak henti-hentinya penulis panjatkan ke hadirat Allah SWT,
karena hanya dengan hidayahNya penulis dapat menyelesaikan buku yang
berjudul Teknik-teknik Diferensial dan Integral. Tak lupa sholawat dan salam
senantiasa terlimpahkan kepada junjungan kita Nabi besar Muhammad SAW.

Buku ini merupakan pengarah dan pengantar bagi mahasiswa dalam
memahami  teknik-teknik  penyelesaian  permasalahan matematis, yang
berhubungan dengan diferensial dan Integral. Untuk peningkatan kompetensi
diharapkan mahasiswa juga mengikuti contoh soal-soal yang dilaksanakan dengan
bimbingan seorang asisten mahasiswa, serta berusaha meningkatkan diri diluar
kelas. Buku ini diharapkan dapat memandu mahasiswa didalam melaksanakan
kegiatan pembelajaran selain buku-buku referensi tentang diferensial dan integral
yang ada. Saran dan kritik sangat kami harapkan, mengingat buku ini masih
sangat jauh dari sempurna.

Kepada semua pihak yang memberikan dukungan dan bantuan dalam
penyusunan buku ini, penulis menghaturkan terima kasih yang sebesar-besarnya.

Wassalamualaikum Wr. Wb.

Semarang, November 2011

Penulis
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1. Sistem Bilangan

Sistem bilangan yang akan dibahas disini adalah sistem bilangan riil.

Untuk memperjelas definisi bilangan riil, berikut diberikan skema bilangan

dari yang paling sederhana sampai bilangan kompleks.

Bil. riil
[

Rasional Irrasional
[

Bulat Pecah

Nol

Negatif Cacah

Asli

Gambar 1.1. Skema Bilangan

Cara penyajian bilangan riil dapat menggunakan interval atau selang. Ada

selang terbuka, tertutup dan selang setengah terbuka atau setengah tertutup.

Untuk lebih jelasnya diberikan contoh penyajian bilangan riil dengan selang :

Selang tertutup : {xla < x<b,xe R}, dengan gambar ,e———e,
Selang terbuka : {xla £ x2b,xe R}, dengan gambar 7

Selang setengah terbuka atau setengah tertutup :

{xla<xsb,xe R} atau {xl @£ x<b,xe R},

dengan gambar , b atau b

Untuk selanjutnya semesta pembicaraan yang dipakai adalah bilangan riil.



1.2. Himpunan

Himpunan adalah kumpulan elemen-elemen yang mempunyai sifat

keterikatan antara anggotanya dan yang berada dalam satu kesatuan. Cara

menyajikan himpunan adalah dengan beberapa cara: dengan pendaftaran, yaitu

mendaftar semua anggota yang dimiliki himpunan itu. Dengan pencirian, yaitu

dengan menyebutkan ciri himpunan yang dimaksud, sedangkan dengan cara

diagram Venn adalah memasukkan anggota yang memiliki ciri yang sama

dalam satu himpunan tertentu, dan himpunan lain adalah anggota himpunan

dengan ciri yang berbeda.

Ada beberapa operasi antar himpunan, yaitu :

1.

Union atau gabungan. A union B atau A gabungan B dapat dinyatakan
sebagai AU B ={x|xe Av xe B,xe R}
Interseksi atau irisan. A interseksi B atau A irisan., B dapat dinyatakan

sebagai AN B ={x|xe ArxeB,xe R}
Pengurangan. A—B={x|xe AAx¢ B,xe R}
Penambahan. A+B=(AUB)-(ANB)

Perkalian. Asz{(a,b)Iae AAnbe B,ae R,be R}

Komplemen atau A® adalah {ala¢ A,ae R}

1.3. Macam-macam fungsi

1.3.1 Fungsi Aljabar

1. Polinom atau suku banyak

Contoh : polinom/suku banyak
F(x)=a,+ax+a,x’ +....+ax

Polinom di atas dinamakan polynomial berderajat n.

2. Fungsirasional : f(x)= Pl ,0(x)#0
X
32
Contoh : f (x):%—i_5
x° =9



3. Fungsi irrasional, adalah fungsi yang bukan rasional. Sehingga

nilai-nilai dalam fungsi bukan merupakan bilangan rasional.

1.3.2. Fungsi Transendental
1. Fungsi Trigonometri
Contoh : y =sin x
2. Fungsi Siklometri
Contoh : y = arc sin x
3. Fungsi Eksponen
Contoh : y =a*
4. Fungsi Logaritma
Contoh : y=1logx, loga=1Ina
5. Fungsi Hiperbolik

X —X X

e' +e
;coshx =

—-X

Contoh : sinh x = ¢

6. Kebalikan Fungsi Hiperbolik

Contoh :
y=sinh™ x
y _ 7y
x =sinhy % =X

y=cosh™ x
y =tanh™' x
7. Fungsi Genap & Fungsi Ganjil
Definisi fungsi genap dan fungsi ganjil adalah sebagai berikut :
Disebut fungsi genap jika f(-x) = f(x), dan disebut fungsi ganjil jika
memenuhi f(-x) = -f(x)
Contoh fungsi genap :
f(x)=cosx

1
x*+4

f(x)=



1

Sx)= x*+4
Contoh fungsi ganjil :
f(x)=sinx
f=—
X
f)=—t
X

8. Fungsi Periodik
Yang dimaksud fungsi periodik adalah suatu fungsi yang nilainya
selalu berulang setiap selang tertentu. Sebagai contoh diberikan fungsi
trigonometri sebagai berikut :
f(x) = sin X = sin (x+2 k @)
f(x) = cos X = cos (x+2 k )
f(x) = tan x = sin (x+ k m)

f(x) = cotg x = sin (x+ k m)

Fungsi diatas merupakan fungsi periodik dengan periode k.

1.3.3 Segitiga Pascal dan Binomium Newton

Akan dibahas tentang penyelesaian suatu fungsi aljabar berbentuk (a+b)™,
dengan m bilangan positif atau negatif. Diharapkan dapat dimengerti beda
penggunaan segitiga pascal dan rumus binomium newton.

Segitigas Pascal

Gambar 1.2 Skema Segitiga Pascal



Dengan menggunakan segitiga Pascal, maka perhitungan—perhitungan

dibawah ini akan lebih mudah dipahami.

(a—b)’ =1.a’ +3a’b+3ab> +1b°
=a’ +3a’b+3ab’ +b’

(a—b)* = a+(-b))*
=1.a* +4a’(-b) +6a’ (—b)* + 4a(-b)’ +1.b*
=a* -4a’b+6a’b* —6ab> +b*

Dst...

1/2

Jika Ditemukan persamaan berbentuk (atb)’~, maka pemecahannya

tidak dapat menggunakan segitiga Pascal. Diperlukan rumus yang lebih umum

yang selain dapat dipakai untuk mencari bentuk-bentuk (a £b) berpangkat bulat,
juga dapat dipakai untuk menemukan penyelesaian untuk (a =* b)berpangkat

bilangan pecah. Rumus umum yang dipakai untuk menyelesaikan permasalahan

diatas adalah Rumus Binomium Newton, yang akan dibahas berikut ini.

Rumus Binomium Newton

(a+b)"=Cla" +Cla"'b+Cla"’h* +...

£l
i=0
!
Dimana ct=— 1" - (ﬁj
ki(n—k)! \k
n'=1273,...n
Sehingga

n-232 n-313
nn—1a""b +n(n—1)(n—2)a b L
2! 3!

(a+b)" =a" +%a”_lb+



1.3.4 Cara Menyajikan Suatu Persamaan
Ada beberapa cara penyajian suatu persamaan berdasarkan beubah-
peubahnya.
1. Bentuk Implisit :
Peubah bebas dan tak bebas berada dalam satu ruas.
F(x,y)=0
G xy,z)=0
Contoh : x*+ 2y + 10=0
2. Bentuk Explisit :
Peubah bebas dan tak bebas dalam ruas yang berbeda.
y=1{x); x=1(y); z=1(xy)
Contoh : y = x”+ 2x + 8
3. Bentuk Parameter

Peubah merupakan fungsi dari suatu parameter

x =g(@), ¢ parameter

y=g(9)

z=(9)

Misalkan diberikan persamaan : x = 2t + t2 ;Y= 5t+10t2; z=3C+6t+5
Contoh :

Sebagai Contoh diberikan suatu persamaan lingkaran dengan pusat (0,0) dan
jari-jari 1. Bagaimanakah persamaannya dalam bentuk implisit, eksplisit, dan
bentuk parameter.

Jawab :

x>+ y2 =1

Bentuk Implisit :

X+y' -1=0

Bentuk explisit :

P=1-x2

y=1% 1—x?



Bentuk parameter :
X =cos t
t parameter
y=sint
1.4. Koordinat Kutub / Polar
Setiap titik dalam koordinat kutub dinyatakan dengan r dan v
r = modulus yaitu jarak dari O ke titiknya (OP)
¢ = argumen adalah sudut yang dibentuk oleh sumbu x positif dengan arah
berlawanan arah jarum jam dengan garis OP.
O adalah titk kutub, sedangkan OX adalah sumbu kutub.
Hubungan koordinat Orthogonal dengan kutub Polar adalah sebagai berikut :

y=rsin ¥, x=rcos ¥ danr= /x> +y°.

Contoh :

. r=5makar=+/x"+y’
5=4x*+y°

25 =x"+ y2

2. r=3cosVmaka=3 >
r

I
' NESES 'S

X2+y2:3x

x2—3x+y2:0

3]

Pusat (E,Oj , jari-jari = 2
2 3

3. r=4sinV



X2+ y2 =4y

x>+ y2 -4y =0

X+ (y-2)°=2°

lingkaran pusat (0,2) jari-jari 2



BAB I1
BARISAN BILANGAN, LIMIT FUNGSI DAN DERIVATIF

Dalam membicarakan masalah barisan bilangan, maka setiap diberikan

kata barisan, yang dimaksud adalah barisan barisan bilangan.

2.1. Barisan Bilangan
Definisi :
Bila C adalah himpunan tak kosong, barisan bilangan dalam C adalah
harga fungsi f dari A ke C, dimana A adalah bilangan asli.
Cara penyajiannya adalah {C; C,. ..... C.} atau {C,}, n €A atau f(n) = C,,
neA

Contoh :

3. fil-L...cn=(-1)}
Limit suatu barisan bilangan didefenisikan sebagai

flqn—]l Cn=1 artinya pada setiap € >0, ada bilangan indeks n,=n,( ¢),

sehingga untuk n>n, berlaku IC, — Il <&

Barisan yang berlimit disebut konvergen, sedangkan barisan yang tak

berlimit disebut divergen. Nul sequence adalah suatu barisan yang limitnya

nol.
Contoh :
Cn= " [=1
n+1

Misal diambil € = L
800

Dicari bilangan indeks n, yang bergantung ¢,



Maka,

I[Cn-1l< ¢
n_ L
n+1 800

1 n (n+1) 1
- < - <
800 n+1 n+1 800

1 -1 1

— < <
800 n+1 800

— ! < -1 dan -1 < !
800 n+1 n+1 800

-n—1<-800dan - 801 <n+1
-n<-799 dan -801<n
n> 799 dan n > - 801

Jadi yang memenuhi
n> 799 (n,=799)
Sehingga n dipenuhi adalah 800

1
1Cgoo— 1lI<—
800 200

2.2. Limit Fungsi
Definisi :
L disebut limit kiri dari suatu fungsi f(x) untuk x mendekati a dari

sebelah kiri atau lim f(x)=L artinya untukk setiap &£>0 dapat

ditemukan Jd(¢) sedemikian sehingga untuk setiap harga dalam interval

a—0 < x<a berlaku (f(x)-L<¢).
L disebut limit kanan dari suatu fungsi f(x) untuk x mendekati a dari

sebelah kanan atau lim f(x) =L artinya setiap € >0 dapat ditemukan

s(¢) sedemikian sehingga untuk setiap harga x dalam interval

a< x<a+ ¢ berlaku (f(x)-L<e¢)

10



Jika lim f(x) =lim f(x) = L

Maka dinyatakan f(x) mempunyai limit di x = a atau lim f(x) =L

X—a

a-g

a ate

Gambar 2.1 Skema Limit
Contoh :

1
f(xX) = —— atauy =
x) x—1 y x—1

Nilai f(x) untuk x sama satu tidak terdefinisi, karena nilai f (x) menjadi

pecahan dengan penyebut bernilai nol.

f(x) =x,untukx>1
=x*,untuk x < 1
=0, untuk x =1

lim f(x)=1>=1

x—1"

lim f(x)=1, karena limit kiri sama dengan limit kanan maka dengan

x—1*

definisi diatas terbukti lim f (x)=1.

Teorema-teorema tentang limit :

Ada beberapa teorma-teorema penting yang tidak diberikan buktinya

disini, akan tetapi dibidang teknik penggunaannya sangat penting.

11



Jika diberikan 1x1_r£1 f(x)= fdan 1;_1}1 g(x)=g,maka:

1. lj_fgl{f(X)ig(x)} =1}fg1f(X)iljfgg(X) =f*g

2. lxi_r?k f(x)= k.lxi_r? f(x)=kf , dimana k adalah suatu konstanta.
3. lim f(x).g(x) =lim f (x) lim g (x) = f.g

.
4, limf(x) = X%_r?f(X) =i,g #0
=€ g(x) lgfgg(X) g

5. lim{f (0f = {lim f (x)}" = f*

lim g (x)

6. lim{f (0} ={lim f(x)}

7. limy/f(x) = ,i/limf(x) =2[f.f20

8. %{i{rcllnf(x):lnlifr_lf(x)zlnf,f >0

e My
9. limk’* =k =k

10. lim(l + lj = lim(l —lj =e
x—= X xX—= X

2.3. Kekontinuan
Definisi :
Sebuah fungsi f dinamakan kontinu pada c, jika
1. f(c) ada (f terdefinisi di ¢)
2. lggl f(x)=ada, berarti limit kanan sama dengan limit kiri

3. lim f(x)= f(C)

Jika salah satu syarat tidak dipenuhi, maka f(x) diskontinu di C.

12



2.4. Derivatif

Skema

Gambar 2.2 Fungsi y = f(x) untuk

mempermudah pemahaman derivatif.

Jika ada 2 titik : P(x,y); Q(x+Ax,y+Ay)
P dan Q berada pada fungsi y = f(x)
Garis singgung di P membentuk « dengan sumbu x.

Garis singgung di Q membentuk a + Aa dengan sumbu Xx.

tan < QPS :%dengan Ax mendekati 0, dan Aa mendekati 0, koefisien

arah garis singgung di P = tan azgn});ﬁ. Jika lim ada maka tan
v Ay

a= % =Y'(x) = Dy(x) = derivatif pertama dari y ke x.
X

y = f(x) maka y+Ay= f(x+Ax)
{f(x+Ax)—f(x)}
Ax

7)Y e
T f'(x) —1A1Xr_r3 atau dy=f"(x) dx

y=f(x) maka y=2 = f'(x)
dx

Contoh :

y=l—x* =(1-x"

13



Misal u=1-x" = =4y
dx
y :u%ﬂzlu_z/3
dx 3
dy _dy du_1(_ )% (C4)
dx du dx 3
Definisi

1. misal fungsi f terdefinisi pada selang I yang bukan suatu titik. Fungsi
f dikatakan mempunyai turunan pada selang I, jika turunannya (f’)
terdefinisi.

2. Derivatif pertama dari y = f(x) ke-x

dy hmf(x+Ax)—f(x)

Ax

Ax—0

&

" ﬂ _ [
y—dx.fw)
2.4.1 Rumus-rumus derivatif

Jika u, v, w fungsi dari x, a, b, ¢, n = konstan :

1. i(c)=0 7. i(uvw)zuvﬂ+uwﬂ+vw@
dx dx dx x dx
2 i(cx)zc
dx du udv
d(u)_"ax  dx
et ny _ n—1 8 | = X X
3 0 (cx nex dx(vj 2
4. Lutvrwt ) v#0
dx d
n n—1 u
du  d 9. —W")=nu""—
S x dx
dx dx dx 0 ﬂ_ﬂﬂ
5 —(cu)zcﬂ dx du dx
dx dx " ﬂ_ 1
d dv u “dx  dx
6. — =u—+v—
dx (uv) udx de /u

14



12.di:dx

o du
13. L sinu = cosu &

dx dx
14. icosu =—sinuﬂ

dx dx
IS.itanuzsecuz@

dx dx
16. icotu =—csc’ u@

dx dx
17. isecu =secutanuﬂ

dx dx
18. icscu =—cscucotuﬂ

dx dx
19.ism u= ! du

M1=u? dx

ZO.icos u= ! @

dx 1—yu? dx
21.itan_1 = lzﬂ

dx 1+u” dx
22. icot_luz _12ﬂ

dx 1+u” dx

d du
23.—sec U=——

uv1—u? dx

d -1 du

24.—seccse U=——-—
u1—u? dx

25. 4 jogu=—1_

dx ulna dx
26. Liny =L

dx u dx
27. ia"= a"lnaﬂ

dx dx

5/
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28. ie": e”ﬂ
dx dx

29. iuv =ieVi"” =
dx dx

30.

31.

32.

33.

34.

vinu

d
e —wlhu)=
dx( )

vlnu(vj du
e — |—+
u)dx
du
evlnu 1 1 =
u(l) I
o du dv
v —+u lnu—

X dx
isinhu = coshuﬂ
dx dx
icoshu = sinhuﬂ
dx dx
itanh hu = sec hzu%
dx dx
icothu = —csechﬂ
dx dx
isechu =—sechu tanhu@
dx

icsec hu =—sec hucthuﬂ

35.
dx
36.ismh U= du
Vu® +1 dx
37.ic0th_1u= ! zﬂ
x 1+u” dx
—cosh™u = tl du
X Vu® +1 dx
+
38. —tanh ' u = _lzﬂ
x +u” dx
-l<ux1



+
39. 41.icesh_1u: £l du
dx 414+ y? dx

~-u>1\/u<-1

+1 du

Y1+u’ dx

40. isech u=

Contoh :
1. f(x)= xsinx
maka
f’(x) =xcosx+ l.sinx
=X COS X + sin X
2. f(x) = 2x°+3x° tan X, X # 0, maka

f’(x) =4x+ 3x%.sec’ X+6x tan x

x#0
3 f()_smx %0
f,(x):x.coslesmx’xio
X

4. f(x)=2x5—3x2—1+%,maka
X X

f(x)=10x* —6x+x72-6x7"

5. f(x)=_"% x#-1, maka
1+ x

[ ={=1)(1+x)-10-x)}d+x)°

Catatan :
. 2 1
sin” x = 5(1— Ccos2x)

cos’ x= %(COS 2x+1)

16



2.4.2. Turunan Fungsi Komposisi Atau Turunan Rantai

Komposisi fungsi

(f,8) (x)=f'(g(x)).g'(x)

Atau rantai

dy

dx

L

dx

_dy du
du’dx
_dy du dv dw
" dudx aw’ dx

Contoh :

1.

fx)=~2x"+3x
Dibentuk  f(x)=(g,h)(x)

= g(h(x))

h =.h
o) = g(h(x)) =+ h(x)
h(x)=2x>+3
Maka (goh)' (x)g'(h(x)).h' (x)
h'(x)=4x+3 ™\
1 — hl
f'x 2 Theo (x)
> ;4x+3
2/2x? +3x
PIROEE DS S
g'(x) 5% i
Cara lain
u=2x>+3x 1
)=y =+uy'=
" fx)=y=~uy ot
—=4x+3 5
dx u=2x" +3x
dy _dy du
dx  du dx
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) =2 dx+3

Ju
= ;.4x +3
23/2x> +3x
2. f(x) = sin (tan Xx), maka
f(x) = {cos(tanx)} sec’x

3. f(x)=sec al
1+

, maka

flx)= {secl_—xtan 1_—x}{{(— )1+x)-11-)}(1+x)°}
1+x 1+x

2.4.3. Teorema Turunan fungsi Invers
Misal y = f(x)
1
f'(x)
dx 1

LA

Teorema turunan

x'(y) =

Fungsi f(x) = X', r rasional
F(x) = X" £(x) = rx"!
Contoh :

Diberikan suatu fungsi f(x)=3/(x*—2x) = (x> —2x)*"” , maka
2 1
f'(x) = E(x2 —-2x) 3(2x-2)

:M,x = {(),2}

R x? -2x

18



1

g(x) =cos¥/tan x = cos(tan x)>
;1 : sind/tan x.sec” x

g'(x) =—sin(tan x)>.— (tan x) * sec’ x =
3 3itan” x

X# %7[ + ki, kbulat

Contoh :

O e

2. f(x)=+/xsinx
3. f(x)=3sinvx

Jawab :

1

1 fx) = ﬂ:(ﬂjzz

1+x 1+x

£ (x) ;(H]z (D(+9-(1-01
2(1_x I+x)

1

l—xj2 —l-x-1+x
1+x) | (+x)’

—
—

(142 0700 (d+070=07
(1+x)?

2. f(x) =+xsinx=(xsin x)%

19



, 1y
£°(x) =E(xsmx) 2(1.sin x+ scos x)

%(xsin )c)_y2 (sin x + xcos x)

3. 100 =3sinvx = (sinvx)
(%) :%(Sinx/;)_%.cos\/;(%x_%)

éx% (sin \/;)_% .cos/x

Cari ﬂdari X +yP+xty’ =3

dx
Di (1,1)
4xy) :3x2+2yﬂ+2xy3+3y2x2ﬂ=0
dx dx dx
=3+2@+2+3@=0
dx dx
Di (1,1) 5+5Q+0
dx
. .. . dy
Jika diminta untuk mencari d_ , maka
X
5D _ 5 maka P =1
dx dx

2.4.4. Mendeferensialkan Fungsi Implisit
Fungsi implisit adalah fungsi yang berbentuk f(x,y)=0 atau (f(x,y) =

c. Maka cara mencari ? dari fungsi implisit adalah sebagai berikut :
X

Untuk memudahkan pemahaman, maka akan langsung diberikan
beberapa cara :

Contoh :

1. x*+y*=25(fungsi implisit)

20



. Jika x*+y* -2x-6y+5=0

dzy

2

Tentukan @ dan
dx dx

Dititikx =3,y=2
" x4y’ —2x-6y+5=0

2x+2yﬂ—2—6@=0
dx dx

(2y—6)ﬂ:2—2x
dx

2y-3HL 20—y
dx

Q_ 1-x
dx y-3

di(3,2)ﬂ 2.,
dx -1

. dzy_i 1-x
dx*  dx\y-3
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(y=3)=D- -0
(y-3)°
_G-y-(-x"
(2-3)
(3-2)-(1-3)2
@23y
_1-(=2)* _
Rl

5

3. f(x,y)=x+xy’—xsiny

(atau, X + Xy’ = X sin y)

2
Cari ﬂ dan d f
dx dx

2.4.5. Mendeferensialkan Fungsi Dengan Peubah Lebih Dari Satu
Secara umum jika diketahui z adalah fungsi dari uy, u,, us,... u,, dan uy,

Uy, Us,... U, adalah fungsi dari x, maka :

dx ou, dx Ou, dx  Ou, dx

n

dz_ﬁdul_l_az du2+ +8z du,

Z . .. )
—— = derivative parsiil pertama dari z ke u

du

artinya peubah lain kecuali u dianggap konstan

Contoh :

z=x"+y + 2%y’

L =z7'=2x+3y’ ﬂ+ 2xy’ +3y2xzﬂ
dx dx
oz 3
— =z =2x+2xy
ox
aZ 2 2.2
—=z, =3y +3yx
3y > y©+3y
2.4.6. Mendeferensialkan persamaan bentuk parameter
x=f(1)
t = parameter
y=g()
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Q_hmAy i A/ At _LmAY/AL gy ar
dx &0Ax A0 Ax/At lAm(}Ax/At  dx/dt
dy _
dx_y .
Jika Q:Y y':émaka
@_ o
dt

oy _a|Va|_a[ Y|
dx®  dx c%t dt c%t dx

dxd% dyd/
dt dr* dx

(ax

W

y,:@: 2t_6:6—2t:2(2—t)+2
dt -1
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2. x=t-sint O<t<rx

y=1-—cost

° dx

x=—=1-cost
dt

o dy .
=— =gint

Y=

. sint sint

" 1—cost y
Sin t dinyatakan dalam y

y=1-cost
cost=1-y

sint =+/1—cos’ ¢t
\/1_(1_y)2 :\/1_(1_2y+y2) (sin*t+cos’t =1)
JI-142y—y? =2y —?

y'=§\/2y—y2

2.4.7. Mendeferensialkan fungsi pangkat fungsi

Jika diketahui z = f(u,v)=u", dimana u, v adalah fungsi dalam x maka

fi—f dapat dicari dengan 2 cara :
X

1. z=u"
Inz=Inu"
Inz=vlnu

Diturunkan ke — x

1dz dv v du

——=—lnu+——

zdx dx u dx

ﬁzu” ﬂlnu+lﬂ

dx dx u dx
2. z=u'
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Inu" _  vinu

i=e =e
dZ vinu [dv Vduj
—=e —Inu+

dx dx u dx

v[dv % duj
u|—lnu+——
dx u dx

Contoh :

Diketahui z = x*

Cara pertama :

X

=X
Inz=Inx"
Inz=xlnx
Tde_ypn

l.Inx+—
z dx X

dz
— =x"(Inx+1
0 ( )

Cara kedua :

X

i=X

X X
Z:elnx (llnx+—
X

" (Inx+1)

x'(Inx+1)



BAB III
TERAPAN DERIVATIF

3.1 FUNGSI NAIK DAN TURUN
Definisi :

Suatu fungsi f(x) dikatakan naik di titik x = X, jika ditunjukkan bilangan pos
kecil h sedemikian, sehingga untuk setiap titik tertentu x;<x, yang terletak dalam
interval (Xo-h,xo+h) berlaku :f(x;)<f(x,).

Suatu fungsi f(x) dikatakan turun di titik x = X, jika ditunjukkan bilangan pos
kecil h sedemikian, sehingga untuk setiap titik tertentu x;>x, yang terletak dalam
interval (Xo-h,xo+h) berlaku :f(x;)>f(x,).

Untuk mempermudah pemahamannya diberikan skema pada gambar 3.1

Skema :
%pel % X % sg=h
B
: e
Kl ': X X Xyt
Gambar 3.1 Skema Fungsi naik dan fungsi turun
Dalil :
Jika £ (x0)>0 = y =f(x) naik di x = xg
7 (x0)<0 = y =1{(x) turun di x =Xy
f*(x0)=0 = titik stasioner dari fungsi f tercapai.
7(x0)<0 = maka titik (Xo, f(X¢)) titik maksimum
£°(x0)>0 = maka titik (X, f(Xp)) titik minimum
Contoh :

f(x)=2x*-4x*+3

Tentukan semua ekstrim relatif dari fungsi f
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Jawab :

f(x) =2x*—4x>+3

f'(x) =8x’—8x
=8x(x* —1)

f"(x) =24x> -8

Titik stasioner tercapai jika f*(x)=0
f'(x) =8x(x’-1)=0
=8x(x+1)=0
x =0x,=Lx; =-1
FO=3fD=Lf(-D=1
PN I

", il

o S b e

=1 O l
£’(0) = -8<0 maka (0,3) titik maksimum
(1) = 16>0 maka (1,1) titik minimum
f°(-1) = 16>0 maka (-1,1) titik minimum

Sebelum mempelajari soal-soal lebih lanjut, akan diberikan terlebih
dahulu teorema-teorema yang mendukung fungsi naik maupun fungsi

turun.

Teorema Uji Keturunan Kedua untuk Kecekungan.

Misal f fungsi yang mempunyai turunan kedua selang I (terbuka)
1. Jika f’(x)>0 = Grafik f cekung ke atas pada I
2. lJika f’(x)<0 = Grafik f cekung ke bawah pada I
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Definisi titik belok (Ekstrim)

f fungsi kontinu pada selang terbuka I a e I, titik =(a, f(a)) dikatakan titik

belok jika dipenuhi 2 syarat berikut :

1. Terdapat perubahan kecekungan dari grafik fungsi f disekitar x = a

2. Terdapat garis singgung pada grafik fs f di (a,f(a))

Contoh :
f(x)=5x"=3x" +2
f'(x)=15x* +15x> =0
x*(15-15x%)

a) Tentukan selang f cekung ke atas dan f cekung ke bawah

b) Tentukan semua titik ekstrimnya

Jawab :

f(x)=5x"=-3x"+2,xe R
f'(x) =15x* -15x*,xe R
f"(x) =30x—-60x>,xe R

1
=—60x(x" ——
( 2)

= 60x(x+A2)(x =2
2 2
1

x, =0 X, =——\2
2

FO)=2; f(—%@:z—%ﬁ;

1
——\2
2\/_

1 1
x<——\/§ ——42<x<0
2 2
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(a) f cekung ke atas :
1 1
(—n,——ﬁj ; (O,—\/Ej
2 2
f cekung ke bawah:

—lﬁ;o 5 1\5,"
(-32) )

(b) Karena f’(x) ada di xe Rdan disekitar x = —% 2,x=0,x= %ﬁada
perubahan kecekungan, maka titik ekstrimnya
(—%ﬁ,z —%ﬁj;(o,z);eﬁ,%%ﬁj

Teorema-teorema vang mendukung pembahasan diatas adalah :

1. Teorema Rolle
Misalkan f memnuhi syarat :
(a) Kontinu pada selang tertutup (a,b)
(b) Mempunyai turunan pada selang terbuka (a,b)
(c) fla) = f(b)
maka terdapat suatu ce (a,b) > f'(c)=0
(Teorema ini menjamin adanya titik-titik pada grafik f(x) dimana f’(x)=0
atau garis singgung mendatar)

Skema :

Gambar 3.2. Skema Teorema Rolle
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2. Teorema nilai Rata-rata
Misalkan f memenuhi syarat :
(a) Kontinu pada selang tertutup (a,b)
(b) Mempunyai turunan pada selang terbuka (a,b)

Maka terdapat suatu c € (a,b) sehingga f'(c) = w

—-a
(Teorema ini menjamin adanya titik pada f yang garis singgung // dengan ruas
garis yang menghubungkan titik (a,f(a)) dengan (b,f(b)).

Skema :

Gambar 3.3 Skema Teorema

Nilai rata-rata

3.2 Teorema, Rumus Tayor
Misal fungsi f mempunyai turunan ke-(n+1) pada selang terbuka I yang

memuat titik x dan xy, maka f{x) dapat diuraikan dalam bentuk :

J'(x) (%)

f(X)=f(xo)+T(x—x0)+ o et
[, £ (e) ntl
TR )

c terletak antara x dan xp

Dapat ditulis

F(x)=pn(X)+Rn(x)

Dimana :

P,(x) =suku banyak Taylor berderajad n

B f(n+1(c) B
Ra(x) = (n+1)!(x Xp)
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= suku sisa uraian Taylor
Contoh :
Deretkan dengan R Taylor f(x)= sin x di xo= 0

Jawab :

flx) =sinx f0)=0
f(x) =cosx f()=1
f(x) =-sinx f(0)=0
fS(x) =-cos x f3(0) =-1
f(x) =sinx F)=1
£(x) =cosx £0)=1

FO X+ /O +...

f) =f0)+ T )
=0+1.x+0+%x3+...
X3 .XS
=x——4+—-
315!

Deret Taylor dimana xy = 0 dinamakan Deret Mac Laurin

Contoh :
Diket : f(x)=x’-9x*+15x-5

Tentukan semua titik ekstrimnya.

Jawab :

F(x)=3x"-18x+15

Stasioner jika f’(x)=0, maka 3x%-18x+15=0 atau x>-6x+5=0

Sehingga (x-5)(x-1)=0, x;=5, x,=1

F”(x)=6x-18, maka ’(5)>0, dan £’(1)<0

Jadi ekstrim minimum terjadi di titik (5,12) dan ekstrim maksimum di titik

(1,-12)
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3.3. Bentuk-bentuk Tidak Tertentu

Yang dinamakan bentuk-bentuk tak tertentu adalah bentuk-bentuk berikut :

Aturan dari de I’ Hospital :

1.

diketahui f{x) dan g (x) kontinu dan dapat dideferensialkan sebanyak n
kali disekitar x = a :

flay=f(a)=f"(a)=..=f""(a)=0
gla)=g'@=g"@=...=¢g""(a)=0

Sedang f(a) dan g™(a) salah satu atau keduanya tidak nol, maka :

i@ _ @
wag(x) g"(a)

Kecuali untuk bentuk g, aturan dari de [’ hospital bisa juga dipakai

oo
untuk bentuk —

f(a) = f'(a) = f”(a) =...= f(n_l)(a) = o0
gl@=g'@=g"(a)=..=g""(a)=o0

Sedang /™ (a) dan g"(a) salah satu atau keduanya tidak tak berhingga,

maka :

i@ _ @
wag(x) g"(a)

Contoh :
2 — — —_—
Lotim X2 02l g
x—2 2_x 0 x—2 _1
)
2. X 0

0 gin? x 0
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. 2xcosx’ 0
=lim——— —» —
=2 281N XCOS X 0
. 2xcosx> 0
=lim———— > —
=2 sin2x 0

2cosx” —(2x)(2x)sin x*

2cos2x

5

1
N

21
2

=

—_ 0

= :1
X 4+x oo

3. lim—; N
+ [e%s}

= 3y

. 2x+1 o . 2 1
=lim -

X—>00 X oo xX—>00 6

2
= limX_—X =—=
_}cl_{g 6x 6

X
Contoh :

11 !
In(x — ) 2
x_% tan x Hg sec” x Hg x—7x/l2

17 (cos2x+1) 1/ (=2sin 2x)
= limé— = limé— =0

= %tidak terdefinisi
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BAB IV
INTEGRAL

Integral adalah anti derivatif atau anti turunan. Rumus-rumus yang berlaku
untuk derivatif tentu saja berlaku untuk integral dalam arti kebalikannya.
Persoalan integral tidak hanya menggunakan rumus-rumus dasar yang merupakan
kebalikan derivatif, akan tetapi perlu teknik-teknik yang cukup rumit yang akan

dibicarakan berikut ini.

4.1. Dibawa ke Bentuk I : jdf(x) =f(x)+c

Contoh :
1. Idx=x+c

2. .[dtanx:tanx+c

. .[d.u\/_zu.\/_+c

4. J'd.ﬁnxzﬁnx+c

(98]

5. Id.€X=€X+c

4.2. Rumus Dasar Integral

.[U"duz u™ +e,n#—1

n+1
Contoh :

.[delexé +c
6

4.3. Dibawa ke Bentuk II :

J‘% = En‘u|+c
u
| %dxzén‘ f@)+e
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Catatan : d(ax+b) = adx
dxtk)=dx

xa’x=%(d(x2 +a®)

2

xziax+b:(xig)2+b—a—
2 4
Contoh :
2 _ 2
1 jcosec xdxz—j cosecx e
cotx cotx

f(x)=cotx=> f'(x)=—cosec’x

Sesuai bentuk j%dx
X

2
—cosec x
- I—dx = —Kn‘cotx| +c
Maka : cotx

2. j (x+1)"dx = j (x+1)"d(x+1)

n+l

Dengan rumus Iu"du,maka =L(x+l) +c
n+1

j(ax+b)"dx = lj(ax+b)"d(wc+b)
a

:l. ! (ax+b)"™" +c¢
a n+1

4. Ix ax® +bdx=2LI«/ax2 +bd(ax® +b)
a

zzi [(ax* +5)"d(ax* +b)
a

1

2a 1
2

(ax* +b)’"* +¢

=3L(ax2 +b" +c
a
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5. .[ Xe dx = ln‘e" + 5| + ¢ (menggunakan rumus bentuk II)
e +

4.4. Dibawa ke bentuk III

du 1. L u
.[ 3 2=—tan —+c
u +a a a

du 1 u—a
.[ 5 2=—£n +c
u- —a 2a |u+a

Contoh :

J»de =J. dx 5 1taln1i+c
x4+3 7 +(\/_) \/g V3

x _ B d(x-5)
> -[xz—le—ZS_j(x—S)Z—SO_I(x—S)Z—(\/%)Z
J=5)-v50]
2J_ "l-s)+v50 ¢
4.5 Dibawa ke bentuk IV :

du .ol u
I—zsm — |+c
va® -u’ a
du
I—=1n|u+\/u2ia2
Vu?ta?
2
a” . u u
I\/az—uzduz—sm ZiZVad tut +e
a a 2
2
a u
quiazdu=i7ln|u+\/uzia2 +5\/a2iu2 +c

Contoh :

+c

dx+1) _l(x 1)

dx
'[\/S—Zx—xz '[1/6 (x+1)2 J6
2. I\/x2+x+3dx=j (x+%j2+1741d(x+%)

+c
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2 2 4

11 2 x+1 2
:4]n(x+lj+ (x+lj U +TA (Hlj FLLI

4.6. Integral Parsial
u dan v merupakan fungsi dari x maka duv =u dv + v du

udv = duv —vdu

Iudv = J-duv—J-VdM

Iudvzuv—.[vdu «—
Contoh :
1. jlnxdxz(lnx)x—jxdlnx

:xlnx—jx.ldx
X
=xlnx—x+c¢

2. I xe *dx = —% I xde

_ 1 —2x —2x
= —E(xe —.[e dx)
__1 2y —le_“ +c
20 2
= —lxe_z" —le_zx +c
2 4

4.7. Integral bentuk rasional

P(x)

Bentuk umumnya dapat diberikan sebagai H(x) =——, dimana P(x)

Q(x)
adalah numetator, sedangkan Q(x) adalah denumerator. Jika P(x)>Q(x) maka
P(x) harus dibagi Q(x) terlebih dahulu. Integral dengan bentuk rasional ini
terdiri dari beberapa kasus, yang masing-masing akan dibahas dibawabh ini.
Kasus 1:

Apabila faktor Q(x) semuanya linier dan berbeda.
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Contoh :

(x-1)
Ix3—x2—2xdx
x—1 _ x—1
C-x2=2x  x(x-2)(x—1)
x-1 A B C

¥ -xP-2x «x (x=2) (x+1)

=A(x-2)(x+D)+Bx)(x+1)+C(x)(x—2)
x—1 =A(xX* —x=2)+B(x*+x)+ C(x* —2x)
=x*(A+B+C)+(B-A-20)x+(-24A)

1

—+B+C=0
2
1
B——-2C=1
A+B+C=0 2
B-2C-A=1
“9A=—1 = U
2 2
B—2C=g
2
30=-4
2
c=_2
6
__2
3
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Jadijx—_ldx _j/d +j /6 d+j /dx

x(x—=2)(x+1)

=llnx+lln\x—2|—31n\x+1|+c
2 6 3

:11

6

n cex’(x=2)
(x+D*

Kasus 2 :
Jika semua akar riil dan ada yang sama.

Contoh :

I—(XS _1) dx

xz(x 2)3
X —1 D E
Ix(x 2)d j_ I j(x 2)} j(x—z)erj(x—z)

x =1 =A(x—=2)"+Bx(x=2)’ +Cx* + Dx*(x=2)+ Ex*(x=2)?

x =1 =(B+E)x*+(A-6B+D—4E)x’ +
=(=6A+12B—C—-2D+4E)x*> +(12A—-8B)x—8A

8 16 4 4 16

I—z(x _1)3dx=
X (x—2)
_J'dx dx 7 dx j dx
X (x-=2)° (x— 2) (x 2)
(—7) 5
—Inx+ -
8x 16 8(x—2)> 4(x-2) 16

Kasus 3 :
Jika tidak semua akar riil dan yang tidak riil semuanya berbeda.

Contoh :
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(x* —2x-3) Ax+B C
j > dx=| — +
(x=D(x"+2x+2) X +2x+2 (x—-1)

x*-2x-3 _ Ax+B . C
(x=D(x*+2x+2) x*+2x+2 (x=1

Jadi :

| X —2x-3 I/H/dx j/dx

(x—l)(x2+2x+2) X +2x+2

.[ / 2 (x+Ddx _gj dx

x +2x+2 TS a2 5 o2

Maka :

j x*=2x-3 dx—gl 2(x+1) x_gj- dx +Z dx _i dx
(x=D(x* +2x+2) 529 x*+2x+2 59 x7+2x+2 59X +2x+2 57 x-1

X +2x+2\—3jL—fln\x—1|
5V (x+1)7+1 5

ERNN +2x+2\—3tan-l(x+1)—f1n\x—1|+1nc
10 5 5
Kasus 4 :
Jika tidak semua akar riil dan akar yang tidak riil ada yang sama.

Contoh :
I (x=2) A Bx+C +D(2x—4)+E

X =
x(x* —4x+5)? x (x*—4x+5?*  (x*—4x+5
x=2 _A B(2x—4)+C+D(2x—4)+E
x(x?—4x+5)° x (X’ —4x+5) x?—4x+5

...dst
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4.8. Integral Fungsi Trigonometri

1. I sin axdx = lj sin axdax
a

1
=——cosax+c
a

2. Isinzaxdx = jl —lcos 2axdx
2 2

1 1 .
=—x——sin2ax+c
da

) -1. n—-1¢. _
3. Ism”udu =—sin"" ucosu +—jsm” “udu
n n

4.9. Integral fungsi pecah rasional dalam Sin dan Cos

SnSes st
Tre 0
/(_i.x &

gt - |

Subtitusi : tan (% xj =z

1
—x=arctan z
2

Sin2x =2Sinxcos x

X =2 arc tan z
=2tan"' 7
e =2 —dz
1+z

Sinx = 2sinlxcoslx
2 2

V422 1422 142
Cos x =2Coszlx_1(Rumus:Coszlt:1+COSI)
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2
Cos z :2( ! J—l
V1+Z2

2 (1423 1=
1+z2 1+z> 1472

Contoh :
2
.[ dx :j 1+z2dZ :j 2dz
1+sinx+cosx 1+ 2z +1—z2 1+z224+2z+1-2°
1+z° 1+Z7°
:2j e _ £=1H‘1+z|+c

2+27 1+z2

4.10. Integral dengan Subtitusi

Kasus1:

Apabila memiliki bentuk va* —u’

a>0

11 jika u=0
a<@< A
-1 .
7S6’<0 jika u <0

u=asind = du=acos@df
Jadi  Va®—u? =+va’—a*sin’ 0
=,/a’(1-sin* 6)

=a.cos @

sin*@+cos? =1

Kasus 2 :

Apabila memiliki bentuk vu? +a® =+/a* +u
a>0

u=atan = du =asec’ 60 jika >0

aéﬁsgé
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%s9<0 jika 1 <0

a’+u’ = Ja* +(a* tan’ )

=avl+tan’ 0
=a'sec’ 6

=asect

Kasus 3 :

Apabila memiliki bentuk vu* —a’

0<9<% jika u>a

0<9<% jika u>a

u=asecld = du=asec@tantdd

Ju?—a® —Jatsec?0—a®  =asec?6-1
=a+tan’ @

=atané

Contoh-contoh kasus

_[ 9—x?

2

dx
X

Subtitusi : x =3sin8 = dx =3cos@do

V3% -3%sin’ 6@
= j o, (3c0s0)d0

j V3 SlIl
sm

J- cos’
sin 9

=J-cot ale

3cosl9dt9

= [(cosec’0-1)16
]

=—cot@—-0+c
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2. I\/ x* +5dx

Subtitusi

:x:\/gtane
dx =/5sec 6d6

\/x2+5

—/5tan?6+5

=J5tan2 0 +1
=\/§.sec6’

I\/xz +5dx = j\/gsecax/gsecz éio

=35 .[ sec’@d6 = dengan integral parsial

:%secetan0+§ln‘sect9+ tan 6|+ c

3 j dx
. XN x? =32

Subtitusi

: x=3secd

dx =3secftan 8d6

\/x2 —3?

= /3% sec? 032

=3vsec’ -1
=3tan @
3secHtand

J' dx :j 0
wix2 =32 ?3%sec’@.3tand

1 1

270 sec’ 0

d6=L j cosad6
27

11
=25 j (1+cos26)dé

=i 6’+lsin26’ +c
54 2
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4.11. Subtitusi Aljabar
Subtitusi dilakukan sedemikian sehingga bisa merubah bentuk
irrasional menjadi rasional.

dx

Contoh :
'[(x—Z)% —(x-2)
Subtitusi : (x—2) =z*
dx =47°dz
1 1
(x—1)2 =(z")?2 =2’
3 3
(x—2)* =z =7
Maka :
dx 473dz z
(x—=2)2 —(x—2)*
= j ZZ z =4j < iz
72 (1-2) (I1-2)
=4 _—4jz_1+1dz
(z=1) (z=1

=—4z—4In|z—1|+c

=—4\/x—2—4ln\4/x—2—1‘+c
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BAHR Y

TERAPAN INTEGRAL

Terapan Integral yang dibahas disini adalah

1. Terapan integral dalam mencan Luas badang datar.

2 Terapan mtegral dalam menciri Valume Benda Pular

3. Hubungan Luas dan Vodume dengan [ntegral Ganda

5.1. Luwas Dacrah Bidang Datar

s % poab Mooy

] £

Gambar 4.1 Daerah vang dibatasi y = f{x}, garis x=x, dan x=x,

Luas daersh di bawah korva dopat dihitung dengan membust
garis-garis vang sefajar depgan sumbu ¥, selanjutnya Luas daerzh
vang diarsir dapat dihitung dengan menjumlahkan semua hagian yamg
diarsir

Sehingga Luas daerab diarsir =E'ﬁ:;,;w dengan A adalsh
vl

- % — k. dan n adalah banyaknya daerah yang diarsir. Namun, |uas yang

58 | Tekmik Ciferensial dan Integral
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gikas gkalah duws davrah e bavoh
T

kurva vang bl
\ Alaka Luas idang datar yang, diha » Drhen ik

asi oleh sk 2
s = el % # xp. st kurva v = i) adulgh X pussitif,
e

i e [Lads

Contoh:

| T-ﬂ'ﬂl.lhﬂ Luas -Ihl.'I'BI'I A‘!ﬂ]““ d'll:'-ﬂt:l‘ll E“T'I-E ¥ o= % 2% 40 antars
o « -1 dan x = 2 dan sumba x positif?
Salus:

Lamghah-langkah vang haras dilakukan adalah:
1 Gansharkan sketsa daerah vang bersangkutan

b Berikan nilai batas-batasnya sesusi dengan yang diketahui
pada Gambar

¢ Cart luasnya dengan integral dan dengan batas-batas vang
telah diketahui

Hasilnva adalah:
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lI'l_* l_.n'*l [ﬂl ' _-] rl:!-:lllhlﬂllhlﬁ

- ! 4
Tentukan Luas daerah diantars kurvay < stidany < oy -

Hasil skeetsa grafikeya alolah

Ligaes - Jl:"' ¢ -1} sabuan lins
']

4 Tentukan Ligis daerah antar kurva y = %2 dlam = y!
(pemvelesigin diserahkan kepada mahisiswa).

mecara sama, dapad dicar juga Luns dasrah VIR kb gars
pars sejajar vang dibentuk sejajar tetigan sunshu X, sehingg
Luasnya dapat dimvatakan aartagn

1 m i L lr'm_rhlfh

Apahila daerab yang dicari hasmy dibatasi oheh dua fusgs,
makn rumis luassva menjadi;

B | Teknit 0Jevensil don indegraf
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iz

l[.':l A .|_.ll.ln!'|
tuk gaTis-RAFis yOng, sejujur dibuat sejajar dengan sumby
¥.

gedngknn nniuk garis-garis yang sejajor lengan sumpy x
—LTL

cantoh-contoh soul:

y Gamharkam doerah B yang dilatasi odeh y = x 4 ¥ = %, dan 2y +
x = 0. Hitumeglah haasmyva. Petunjuk: Bagilah R menjudi dua bagian!

2. Dengan menggunakan integral, tentukan luas segitign yang tiik-
fitdk sudwimya adalah [-1.4], (2, -2) dan (5,0

4 Schamh benda bergerak di sepanjang suatu garis larus sedfernikian
sebinggn kecepalan pada ot ¢ adalah vit) = 30 - 241 4 98 Ll
per detik, Carilah perpindahan dan jsrak eselurghan vamg
ditempub benda itw umtuk <1< <90

Volame Benda Pular

Imegral dapat digunakan umtuk mencar Luas. Hal ini tenty
tidak mengherankan, karena integral memang ditemukan pada sa08
terdagal kesulitan untuk mencari Luas dacrah pada hidang datar yang
tulak hermturan. Namun termvata integral juga dopst diganakan untuk
banysk perscadan lainnya, antara kin mencari volume henda putar,

Gambar fungsi dan perputarannya terhadap sumbu X tampak
paca Gambar 4.1

Ferapan integrai | 61
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AR T P
If'--'r[[f.’ wiy e

Gambar 4.1: Perpuiaran suatu fungsi mengelilingi sumbu X dan
Volamenya

"X

Volume benda putar dari fungsi yamg diputar mengeliling
sumbu ¥ terlibal dalam Gambar 4.2

A Tk (xipranem dan iniegn!
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Gambar 4.2 Perpularan suatu fungsi mengelilingi sumbu ¥

Contoh:

Carilah Volume benda putar dan parabol ¥ = x* dan v = 8x diputar
mengelilingi sumbu X!

Sewial rumus dalam Gambar 4.1, maka

dK;
Valume Benda Putar = o £:Er = x" by ; = M 16

Contoh:

Tentukan volume benda putar bila daerah yang dibatasi kurva y = x9,
simbu X dan garis v = 3 diputar mengelilingi sumbu Y!

Maka sesuai Rumus pada Gambar 4.2,

il

Ferapan Infegrm I &3
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5.3

4 |

3 [3 .3 a3
} s T ! = vl | =
Fnlumfllrnd.lPut:r:-xl[A'.:f}'=:£_l oy 1{_5} J- -

=117

Integral Ganda
Telah diketahul babwa integral [ f(x)és adalah untuk mencar
i i , sedang untuk dua
luas dibatasi oleh fangi fix) dan sumbu X, secang
f'-'“ﬂ::“fﬂg membatasi  daerah  yang  dican luasnya  sdalah
I.L‘I]__ir:-‘::ht.

Dalam subbab ini diperkenalkan card mencari fuas dengan
mengganakan integral ganda [multiple integral) sbb

Luas = [ [':.jm

dengan y, = fj(x) dan v = f;{x), %, = adanx; = b
maka [ [“dydr= [lip), - p e

= I:fLP]:i:] - filx)hdx

Yang sama dengan mencari lazs daerah vang dibatasi oleh dua
fangsi yaitu T{x) dan f(x). Untuk daerah yang hanya memiliki hatas
saty fungsi dapat juga menggunakan namus umum di atas karena
fangsi vang lainnya adalah sumbu X sendiri vang tidak lain adalah f{x)
-0,

Secarn analog, demgan analisa yang sama dengan romus di atas,
dapal juga dicarn
uas» [ [ drat= [ ie), - )b

= [ Le. (¥} = g )y

Yung sama dengan mencan luas daerah yang dibatasi oleh dus
fangss yaitu gy} dan gAv). Untuk doerah vang hanva memiliki hatas
satu fangsi dopal juga meoggunakan amum ramuos di atas karena
fungsi vang lainova adalab sumba ¥ sendin vang tidak lan sdalkah gly)
= {1

Pennd Laongrrmi don infegrad
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HAN S0AL-SOAL
E;Mﬁﬂﬁm HARY

L:m,..,,!;.u.-ll-d:lll
. Tentukan hasil dari
o f1+a)*
b (n-x*
2 Tentukan grafik persamaan berikul:
L YW-i-2=0
b4 - gy2 =36
Peryelesaian:
| Mesggupakan rumas Binomium Neston.

L Mesggunakan rumuas-rumus grafik fungsi,

Latihan Soal Bab 11

L apJikn dletahai
ﬁﬂ'[i:r' :-:—II
I, =]
&Miﬁmm&lr-l!
bl Jika diketabuy -

Latiban Soolsoal | 65
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Seludiki kebontimusnnya i s = 1 dan s = 3

L Teotohae X & LB i
ar i Lt

l'llll_r'- Poy 4 Sty dan & wamd v oaw e g
3 Jhr=mJ: " dan cani dy/da’
+x

Penyelesaian:
i AL Uaseliciki tiga syaral kebasmiman
@ W-rd =P =y
b hm fix) Jum 2 B
hm f(x) ‘nn}:: 1
it kiri sama dengan lmit kanan atau bm fied o | atan b
. !:!nlfl:jz_ﬂ Iy
Kaotiga syarat terpenuhi maka i) kontino diw -
B). Disedidiki tiga syarat kekontinuan untuk s =
a Mi)={z31F=-2
b bm fie) - bim i o) 2
.ITﬂ” Ihlr-ulr-l-ll
Hdmwit o s dhenggan et kanoo atae T fgor 2 ata i
2 ;

e hm fixy - fil)

Ketiga syamd terpeenbe racka 7 a kot o s

LE N R L Jrafy F
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[ ysclinlik 1562 syneail kekontinuan uotuk s -
i {ul-lﬂ-‘ilj-‘ﬂ
b lem LX) -linLnH: (=R

fim fie)=limx" +1) = 28
v o w al

pinit kiri tiddak sama dengan limit kanan  atau limit tidak ada
fi ) dhiskirtina (tidak kontinu)di x = 4.

s
= dan — dari

F_H-'

| Fr

o
5

ey’ -20F +50°y 7 s i ) - g+ !

t i ‘b { g ﬁllll { -'f-r
— = Jor 4 4y—=- +2ov—= |+ § Iay e x’

& +.'I‘b_ ¥ 1'}".&}1- _[_l-i-;ttt}
& .3 a2

=1 =2y + 1oy

.}

-~ y

— =4y =-duy ¢ Sx°

i

2= sin(y - zy 4 '
=_:|J:'IHTII['PEF+-I'IIIH_}'={E}'$] - § = xﬂ +2_1-£

ax
= 3r simly' ) - v

:i X cosly W2y - x4 2y

|5 Bl

i

T

Lanhan Sool-soal | &7
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0 ad e Sl Waalle D00
T T T R ] L B LR pernitukian soat fungal ok, Duarii, dan

pesrbnileanas B60ER HitER bt vl Dl adat
| v frx

; 1
v Uil dlemgin |||--|mp:m|nh.ﬂl-l-"'l‘l-]“'"' 'I“I'I‘ - x4 2

o Pepeikan sbegan derel Mg Lasrn bk o

Pepyvirbirmabnn

AT L TR kT
Saanbaner sial Fia) = o atou 157 557 < 0
Sehungga 1590401 5} 5§00 oWl w) 0

Sebunggen v, - 0, 0, = -0, dlan g =
Urineliciki nilas silai diantaranyi dan diperolieh
A I T I N R VA L LT

.F‘[ '] m['] 151 20, (e naik
. 4 1fn

1 | | .
i J 1% 15 =0, ifx) naik

F 4 I
FUE 150y - PTG A0 s ) fwren
Sohingpa fungsd naik fe| Ler=00=x<);
Fungsh turun Jx|x < 1 dloari x 1

Pitik ekstrien miniosarn i (e 00-00) dian ekstrim makabmom di (o, fT1))
- x4 fpx q

i i
: Irrrr'lr' Ix+2 0
| |
[ [ - Ty 0
Dengan LU, maka lim lim
- sl ' =Bx42 WA -3 0 =
1
: s lin
Dhepaggannn 11, ek '.”.'.1 s n—;
T4 IJ: IIIJ +.I"'
A 4 _ L,
@ n ¥ I

E—— e mcca s

[ 1 Tkl Dyfeverinol o dredigrad
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[ it Soal Bab IV
ungluh tntegrod hevilkiat o

I. o Bl
2 Imr vl
tels
Hivs
o
L Il'l_ 4

]-__[_: 'H_] dr
x4 d)

Wl

W

f flu:rd-r

Fraytirsaian .
Woz. [we' sz de = juﬂ"'x wec & dr = Im:: o tan x
= isnn}(:]{lan{x}- Iuru: dm::]
= (s )& HLan ) - Il.a.n.: S6¢ X lan x dr
= tann[x}[tm.ﬁl - Il.anzxm.-: dr)
= lpoctx)tan x) - Jtsec® x - 1)secx de)

¢ 1
s r oy = gl
ey Tisec x)tan x) + Inec x + tlruﬂ-'-r_

Latihan Soal Bab

* Tentukan Luss daerah yang dibatasi sumbu X positif, sumbu ¥ positif,
EATR ¥ = x¥ dan yegl

I -|'p|'|1|.“i|'| 1deﬂtrlh].'amd1hiumdehy =¥l y=0xK= -1Id.|_1'|!d - 2!
—nyrbesaing diserahin pada mahasiswa).

Latihan Soal-soal | &9
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K=l ¥= 3!

A4 Tentuban luns dkaerah ying alibuntosi kprva ¥ = 2% ¥ 70
k apabiln dacrah pada kuadran

4. Tentukan wolume benda yang terheniu
dan ditwwah parabola y = 2

pertamn wung terletak di alas prrabedn y = &
w2, dlipuatar mengelilingi sumbi Y
erbenmuk apalsls daerah yang dliliataiss

& Tendubain vilume henda yang :
diputur mengelilingi sumbu X

aleh paris y = 4x dan paraboks y < 4%°
Gambarkan!

Pemyelesnian:

2 1 442
1 EII iy = 2x :r" :I: 102 21_{1 : sabum lissis

o Anabog dengan no. . [Perhatikan batas-hatasnya)

o Angbog dengan no. . (Perhatikan batas-hatasnyn)

4. Apabila ditust gambarnya, maka tampak [salywn menppunakan jalur-
jolur datar bokanlah pilikan yang terbaik (korena batas kinan tendiri
atas hagian-lagian dari dua kurva, schingga diperlukan dua integral).
Sebaiknya digunakan jalur-jalur yang, tegak

I

‘-‘="Ih-r‘}ctur[%r'-&;'l:u% E]' x=ild

5 Dapat dikerjakan dengan contoh-contoh diatas.

BEBERAPA RUMUS INTEGRAL ELEMENTER
i. Il- ify = v — jvu'u

I
3 L i
2 | u+ll£: +C demgann = -1 -

» [Eonlupe

w3 QA e s
4. I-E":I.lule'+ﬂ"

B - i wige o
i Qﬁluﬂ ol

70 | Teknik » ncagral
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r

e
ol il = b =
S LR
ey v N v i
T s TR
T TE T B e
r;:u,; e R LR -
M !.{.-'I'uhl'ﬂ M =il
I TR,
“ ::I-n:-f.i.r-.‘u -2 R PR

Al ST T LI

T |
I':-=_-=—‘__ —--|:
VT ey =] a

" 1
s o ¢
et * -l e P
T =y 4 | a

< :”""'."‘f“ vang lain seperti Trigonometri. Logaritma dan
7T Badlan Logaritma dan keanckaragaman vang lain dapat dilihat

Lotihon Soal-spal | 71
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jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Imu
Pengetahuan Alam Universitas Gadjah Mada
Yogyakarta. Setelah menamatkan studi strata
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- Dr. Hj. SRI ARTTINI DWI P, M.5I

TEENIK-TEKNIK

IMFERENSIAL & INTEGHRAL
Buku ini merupakan pengarah
dun pengantur hagi mahasiswa
dalam memahami teknik-teknik
penyelesaian permasalahan
matematis, vang berhubungan
dengan diferensial dan integral,
Untuk peningkatan kempetensi,
diha t rapkan mahasiswa jugn mengikuti contoh
soal-snal yang dilaksanakan dengan himbingan seorang asisten
malasiswa, serfa berusaha meningkatkan diri diluar kelas. Buku ini
dibarapkan dupat memandu mahasiswa didalam melaksanakan kegiatan
pembelajaran selain buku-buku referensi tentang diferensial dan integral
vang ada. Saran dan kritik sangat penulis harapkan, mengingat bukw ini

masih sangat jauh dari sempurna.
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